Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on Hbrary shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we liave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist cin digitalcs Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den R^alen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 

Rahmen eines Projekts, mil dem die BLicher dieser Welt online verfugbar gemacht weiden sollen, sorgfaltig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Uiheberrecht uberdauert und kann nun offentlich zuganglich gemacht werden. Ein offentlich zugangliches Buch ist ein Buch, 

das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch offentlich zuganglich ist, kann 

von Land zu Land unterschiedlich sein. Offentlich zugangliche Bucher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kultuielles 

und wissenschaftliches Vermogen dar, das haufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 

nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit offentlich zugangliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zuganglich zu machen. Offentlich zugangliche Bucher gehoren der Offentlichkeit, und wir sind nur ihre HLiter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfugung stellen zu konnen, haben wir Schritte untemommen, urn den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehoren technische Einschrankungen fiir automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nuizung derDateien zu nkhtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tiir Endanwender konzipiert und mochten, dass Sie diese 
Dateien nur fur personliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Siekeine automatisierten Abfragen iigendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
Liber maschinelle Ubersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchfuhren, in denen der Zugang zu Text in groBen Mengen 
niitzlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fordem die Nutzung des offentlich zuganglichen Materials fur diese Zwecke und konnen Ihnen 
unter Umstanden helfen. 

+ Beihehallung von Google-MarkenelemenlenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei fmden, ist wichtig zur Information iibcr 
dieses Projekt und hilft den Anwendem weiteres Material Liber Google Buchsuche zu fmden. Bitte entfemen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalitdt Unabhangig von Ihrem Ver wend ungsz week mussen Sie sich Direr Verantwortung bewusst sein, 
sicherzu stellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafurhalten fur Nutzer in den USA 
offentlich zuganglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Landem offentlich zuganglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir konnen keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulassig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und iiberall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

tJber Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten In form at ion en zu organisieren und allgemein nutzbar und zuganglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesem dabei, die BLicher dieser We lt zu entdecken, und unterstLitzt Au toren und Verleger dabci, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext konnen Sie im Internet unter |http: //books . google .coriil durchsuchen. 



I 




^ 1 



Q^ A 
303, 







Ust /•' 



C 



■ *; 



'} 



*»»..'X- 



. , V 



TT 



*«r. 



ANWENDUNGEjST 

DER 

INFINITESIMALRECHNUNG 

IN DEN 

NATURWISSENSCHAFTEN, 

IM 

HOCHBAU TJND IN DER TECHNIK. 



LEHRBUGH UND AUFeABENSAMMLUNe. 



IN SECHS THEILEN, 
VON DENKN JEDER EIN SELBSTSTANDIGES GANZES BILDET. 

VERFASST VON 

Db. arwed puhrmann, 

ORDENTL. PROFESSOR AN DER K^NML. TECHNISCHEN HOCHSCHULE 

ZU DRESDEN. 



THEIL III: 

BAUWISSENSCHAFTLICHE ANWENDUNGEN 

DER 

DIPFERENTIALRECHNUNG. 

ERSTE HALFTE. 



BERLIN. 
VERLAG VON WILHELM EENST & SOHN. 

(VORM, EKNST & KORN.) 
1898. 



'"m 



l}^ ^ 



BAUWISSENSCHAFTLICHE 



ANWENDUISTGEN 



DER 



DIFFERENTIALRECHNUNG. 



LEHRBOGH UND AUFGABENSAMMLUNG. 



VERFASST VON 



Dr. ARWED FUHRMANN, 

ORDENTL. PROFESSOR AN DER KONIGL. TECHNISCHEN HOCUSCHULE 

ZU DRESDEN. 



ERSTE HALFTE. (SEITE 1—180.) 
MIT 73 HOLZSCHNITTEN. 



BERLIN. 

VERLAG VON WILHELM EENST & SOHN. 

(VORM. ERNST & KORN.) 
1898. 



VERLAG VON WILHELM EBNST & SOHN IN BERLIN. 



ANZEIGE. 



Von dem in nnserem Verlage erscheinenden Werke : 

ANWENDUNGEN 

DER 

INFINITESIMALRECHNUNG 

IN DEN 

NATUEWISSENSCHAFTEN, 

IM 

HOCHBAU UND IN DER TECHNIK. 

LEHRBUCH UND AUPGABENSAMMLUNG. 

IN SECHS THEILEN, 
VON DENEN JEDER EIN SELBSTSTANDIGES GANZES BILDET. 

VERFASST VON 

DK- ARWED FLHRMANN, 

' ' GEHEIMER HOFRATH, 

PROFESSOR AN DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN DRESDEN, 

gelangt jetzt die 

Erste H&Ifte des ni. Theiles 

zur Ausgabe; die zweite Halfte wird in einigen Monaten 
folgen; Titelblatt, Vorrede, Inhaltsverzeichniss 
und Literatnrverzeicliniss des III. Theiles werden 
mit ihr erscheinen. 

I 

406411 



ri'il, ','.'' ^ ■"-■ 
lK.'.^■v■.^ 












;}^'' 






— VI — 
Es betriiFt der jetzt zur Ausgabe kommende III. Theil : 

„BAUMSSENSCHAFTLICHE ANWENDUNGEN 

DER 

DIFFERENTIALRECHMJNG". 

Er ist ganz so geschrieben, wie die „Vorrede", mit 
welcher der Herr Verfasser den I. Theil des Werkes eroffnete, 
es in Aussicht gestellt hat. 

Wir entnehmen jener 



Vorrede 



Folgendes : 



„Wer Studirenden der Naturwissenschaften, des Hoch- 
baues oder der Technik Differential- und Integralrechnung 
vorzutragen hat', macht immer von Neuem die Erfahrung, 
dass dem Lehrfache dann das grosste Interesse gezeigt wird, 
wenn mit den Vorlesungen Uebungen verbunden sind , in 
denen die fachwlssenschaftliclien Anwendungen so viel wie 
moglich Berlicksichtigung finden. 

Mit erfreulichem Eifer behandeln die bezeichneten Stu- 
direnden Aufgaben, die den Gebieten direct angehoren, 
welche dereinst das Berufsfeld bilden soUen; mit Gleich- 
giiltigkeit, oft sogar mit Unlust, losen die meisten derartigen 
Studenten Probleme, welche entweder keine unmittelbare 
Beziehung zu den Fachstndien haben, oder wenigstens eine 
solche Beziehung nicht erkennen lassen. 

Soil man, angesichts dieser Thatsache, dem Studirenden 
Das verweigern, wonach er am meisten verlangt? Ich 
verneine diese Frage ganz entschieden. Denn wer mit Er- 
folg lehren will, muss dem Lernenden Lust zur Sache, 
Freudc an der Arbeit wecken und erhalten ! Auch muss 
er ihn bald anleiten und fahig machen, das Gelernte auf 
seinem kiinftigen Berufsgebiete zur Anwendung zu bringen. 

Was man d age gen sagen kann, ist ungeniigend! 

Es haben daher schon viele Professoren der Mathematik 
(unter ihnen auch dio. , welche an der Technischen Hoch' 
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schule zu Dresden wirken) Uebungen eingerichtet, die neben 
den Vorlesungen iiher Infinitesimalrechnung herlanfen oder 
letzteren bald folgen nnd in denen der Student mit Auf- 
gaben beschaftigt wird, die, so weit es angeht, direct den 
Fachgebieten entnommen sind. 

Die von Schlbmilch, Sohneke-Amstein,Dolp 
nnd Anderen veroffentlichten — und in ihrer Art ganz 
vorziiglichen — Aufgabeii aus der Differential- nnd Integral- 
rechnnng entbalten sehr wenige Anwendungen der oben ge- 
nannten Art. 

Man muss daher, als Lehrer, viele selbst erfinden, oder 
in der betreffenden Literatnr aufsuchen. Das ist zeit- 
ranbend, besonders weil es sich, aus naheliegenden Griindenj 
darum handelt, mit Vorsicht auszuwahlen. 

Und wenn Studirende — oder junge Manner , welche 
bereits der Praxis angehoren — die Bitte aussprechen, 
ihnen eine ihrem Facbgebiete sich ansebliessende Samm- 
lung von Aufgaben aus der Infinitesimalrechnung zu nennen, 
so ist man in der unangenehmen Lage , sagen zu mlissen, 
dass es keine giebt. 

Die angefxilirten Griinde baben in mir , auf der Basis 
vieljabriger Erfahrungen , die Absicht angeregt , drei 
Schriften zu veroffentlichen , durch welche den oben ausge- 
sprochenen Thatsachen Rechnung getragen wird. 

Die erste jener drei Schriften ist fiir Studirende 
und Ausiibende der Natur wissenschaf ten be- 
stimmt; ihr soil recht bald eine zweite folgen, die den Be- 
diirfnissen der Architekten und Bauingenieure 
besondere Rechnung tragt; endlich eine dritte, welche Dasselbe 
fiir Fabrik- und Maschineningenieure leistet. 
Es soUen diese drei Schriften zu einem in drei Banden er- 
scheinenden Werke liber ^Anwendungen der Infini- 
tesimalrechnung in denNaturwissenschaften, 
im Hochbau und in der Technik" vereinigt werden, 
von welchem jedoch die Betreffenden nur einen Band zu 
studiren brauchen. Jede der beiden Halften eines solchen 
Bandes wird ein selbststandiges Ganzes bilden und 

einzeln verkauflich sein. 

I* 
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Ein Theil der von mir dargebotenen „Anwendungen'' 
ist n e u ; das Uebrige gewann ich durch geeignete Benutzung 
derjenigen Arbeiten, welche an den betreffenden Stellen ge- 
nannt sind und in dem „Literaturverzeichniss'' 
znsammengestellt wurden. Die n e n e r e Literatur hat dabei 
besondere Beachtung gefunden, was icb auch fiir die folgenden 
Theile des Werkes festzuhalten gedenke. 

Es sollen die Literaturangaben nicht nur die Quellen 
nennen , aus denen ich schopfte , sondern auch den Leser 
veranlassen, sich, wenn er Zeit dazu hat, eingehender mit 
dem beriihrten Gegenstande zu beschaftigen. Das gilt be- 
sonders da, wo ich, nm das Selbstschaffen anzuregen, 
nnr andentete, statt auszufiihren. 

Ich hofte , dass nicht nur die Studirenden , sondern 
auch die Praktiker der Naturwissenschaften und aller 
ihrer Anwendungen — besonders die Techniker und die 
Professoren der Technik — die vorliegende , bescheidene 
Anspriiche erhebende Schrift freundlich aufnehmen werden, 
weil sie dazu beitragen soU, jene Anwendungen zu fdrdern. 
Ich hoffe aber auch, manchen Professoren der Mathematik 
durch das Buch einen kleinen Dienst zu leisten, weil es in 
sehr bequemer Art die Moglichkeit bietet, Aufgaben zu stellen, 
oder auf Untersuchungen zu verweisen, die den Studirenden 
anziehend sein miissen und ihre Krafte nicht iibersteigen. 
Hierbei recht vielseitig zu sein, habe ich mich bemiiht. 
Auch bin ich bestrebt gewesen, neben der Infinitesimalrechnung 
der analytischenGreometrie etwas Haum zu gonnen und 
den Anschluss an die Praxis durch Zahlenbeispiele, 
Constructionen u. s. w. zu fordern. 

So gebe ich mich denn der Hoffnung hin, dass die Schrift, 
ungeachtet ihrer Mangel, bei sachgemasser Beurtheilung 
dieselbe wohlwollende Aufnahme finden werde, welche meine 
„Aufgaben aus der analytischen Mechanik" 
(Leipzig, Teubner, 2. Aufl. 1879 und 1882) gefunden haben 
und dass sie nicht allein fiir den Gebrauch an Lehran- 
stalten , sondern auch fiir das Selbststudium Nutzen 
zu schaifen im Stande sei". 
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Ueber die bisher erscbienenen Theile des Fuhrmann'- 
schen Werkes, welches, als Anleitung zur Erlernung 
der natnrwissensehaftliehen nnd technisehen Anwendnngen 
der Differential- und Integralrechimng , eine Forderung 
sowobl der Mathematik^ als aucb der Naturwissensehafteii 
und der Teehnik anstrebt, spracben sieb die im Nacb- 
stebenden genannten bervorragenden Matbematiker, Natur- 
forscber und Tecbniker in den von ibnen veroffentlicbten 
fiecensionen folgendermassen aus: 

I. 

Herr Dr. M. Cantor, Professor der Mathematik an der Universitat 
Heidelberg, sagte in der „Zeit8chrift fiir Mathematik und Physik'': 

„Es ist gewiss richtig, was Herr Fuhrmann in seiner Vor- 
rede sagt,* dass die recbte Lust an einem Lehrgegenstande erst dann 
eintritt, wenn man ihn anzawenden beginnt. Ebenso wahr^ ist 
aber auch, dass man einem SchQler, welcher Aufgaben zur Anwen- 
dung der Differentialrechnung auf bestimmte Wissenszweige ausser- 
halb der reinen Mathematik zn l5sen wiinschte, von den vorhandenen 
Sammlungen keine zu empfehlen im Stand e war. Herr Fuhrmann 

beabsichtigt, diesem Mange] abzuhelfen Wir mtlssten 

das ganze drei Dnickseiten fQllende Inbaltsverzeicbniss abschreiben, 
wenn wir die Reichhaltigkeit der Arbeit unsern Lesern erweisen 
woUten.* 

II. 

Der bis 1891 an der Techni8chen Hoch8chule Brunn wirkende 
Matbematiker Herr Prof. Dr. E. Czuber (jetzt in WIen) verSffentlichte in 
den Jabrgangen 1888 und 1890 der , Jechnischen Blatter^' (Vierteljabrs- 
schrift des Deutscben Polytechnischen Vereines in B9bmen) 
Besprecbungen, in welcben es beisst: 

,An den Tecbniscben Hocbscbulen und verwandten Lebr- 
anstalten f&llt dem Studium der Matbematik eine zweifacbe Auf- 
gabe zu: es soil mitwirken, die geistige Bildung der Studirenden 
auf eine b5here Stufe zu beben, es soil aber aucb die unerl&sslicbe 
Grundlage fQr die folgenden Facbstudien scbaffen. Dieser Umstand 
bat auf die Auswabl des Lehrstoffes sowobl, als auf dessen Beband- 
lung einen wicbtigen Einfluss. Man wird denjenigen Gebieten den 
Yorzug einraumen mtlssen, welcbe in den praktiscben Anwendungen 
besonders zur Geltung kommen; aber aucb bei der Bebandlung 
dieser Gebiete darf das praktiscbe Ziel nicbt ausser Acbt gelassen 
werden^ und zwar aus zwei Griinden. Einmal, um das Interesse 
aucb solcber Hdrer zu erwecken und zu erbalten^ welcbe der Matbe- 
matik ibrer selbst wegen wenig geneigt sind; zum zweiten, um die 
Anwendung der tbeoretiscben S3.tze auf praktiscbe F3,lle vorzubereiten, 
denn die Erfabrung lebrt, dass selbst sonst tQchtige Studirende in 
Verlegenbeit geratnen, wenn ibnen eine matbematische Aufgabe in 
fremder Einkleidung vorgelegt wird; die Anwendung der Theorie 
auf die Praxis erfordert eben besondere Uebung." 
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Dann, die Ausfiihrung des aufgestellten Planes sehr giinstig kriti- 
sirend, sagt er unter Anderem, dass das Werk 

^mehr als eine Anleitung zar Losung angewandt-mathe- 
matischer Aufgaben, denn als eine Aufgabensammlung im ge- 
lS.ufigen Sinne*^ 

anzusehen sei und dass es bezwecke, den Laser 

„zur zielbewussten Anwendung der Mathematik auf Pro- 
bleme seines Berufsfaches vorzubereiten." 

III. 

In dem Jahrgange 1892 der .^Zeitschrift fiir das hShere Schul- 
wesen^' erschien eine von dem Herrn Dr. J. Frischaiif, Professor der 
Mathematik an der Universitat Graz, herriihrende Recension. Er sagt 
in derselben, dass das Werk nicbt mit den schon vorhandenen ahnlicher 
Art verglichen werden diirfe, dass vielmehr sein Zweck ,ein viel hDherer* 
sei. Dass es sicb darum handele, 

,in den Geist der Analysis einzudringen, mindestens: sich fiir die 
F3.11e der Praxis die L5sung der Probleme selbst zurecht zu legen*^ 

dass aber hierbei die Einiibung der Operationsgesetze nicht unbeachtet 
bleibe. Er nennt die dargebotenen Aufgaben ^instructiv** und sagt, es 
sei besonders Werth darauf zu legen, dass sie 

,keine langen Formelentwickelungen oder Zifierrechnungen erfordern, 
welche den An^nger nur abschrecken, die Aufmerksamkeit auf 
Nebens&chliches ablenken." 

Die Kritik schliesst mit dem Satze: 

,Heutzutage, wo die Anfordcrungen an das praktiscbe Leben von 
Tag zu Tag gesteigert werden, empfiehlt es sicb, recht zeitig den 
Studirenden zu gew5hnen, aus kurzen Angaben der Erfabrung die 
matbematische Einkleidang der Aufgaben sicb selbst zu bilden* 

und mit der Bemerkung, dass das Buch sich fiir diesen Zweck besonders 
eigne, auch fiir Seminartibungen in den An^ngen der Analysis ,vor- 
ziigliches Material* biete, welches gestatte, solche Uebungen „ebenso 
anregend als nutzbringend*' zu gestalten. 

IV. 

Bergrath Gretschel, Professor der Mathematik an der Akaderoie 
zu Freiberg, veroffentlichte in den Jahrg§.ng6n 1889 und 1891 des in 
Leipzig erscheinenden ,,Literari8chen Centraiblattes^' zwei zustimmende 
Besprechungen. Er sagt in denselben, dass es bisher an einem Buche 
fehlte, welches durch Darbietung geeigneter Aufgaben zur Erlemung 
der naturwissenschaftlichen und technischen Anwendungen der 
Infinitesimalrechnung fiihren kann und f&gt bei: 

,Ein der^iges Werk erscheint aber um so wiinschenswerther, 
als leider immer noch in manchen Ereisen die Meinung Yertreter 
hat, dass die hohere Mathematik ein blosser Luxusartikel sei, dass 
ihre Handhabung beim Eintritt in die Praxis bald vergessen, ihre 
Hulfe aber leicht entbehrt werde.* 
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Hierauf spricht er aus, ,die grosse Mannichfaltigkeit des luhaltes* des 
Werkes mache ein naheres Eingehen auf denselben unm5glich, betont, 
dass die Cheinie besondere Beriicksichtigung gefunden habe und 
schliesst mit dem Horstmann'schen Ausspruche, dass wir ohne die Hiilfe 
der Matbematik (dieses machtigsten Werkzeuges der neueren Natur- 
forschang) 

„nimmer boifen diirfen, die so sebr verwickelten chemiscben Vor- 
gange ibrem Wesen nacb zu entratbselii/ — 

Zwei Beurtbeilungen der vorstebenden Art — und von demselben 
Verfasser — bracbte (1889 und 1891) auch der ^Kritische Vierteljahrs- 
bericht iiber die Berg- und Hiittenmaniiische Literatur''. 

V. 

Die ^Rigasche Industriezeitung^S das ^Organ des tecbnischen 
Vereines zu Riga** bracbte in ibrem JabrgangO 1891 eine von dem 
Herrn Dr. Griibler, damals Professor der Mecbanik am baltischen Poly- 
technikum (jetzt in Berlin), unterzeicbnete Recension, in welcber er im 
Wesentlicben Folgendes sagt: 

,Die Fabigkeit, die Matbematik in den Natur- und tecbniscben 
Wissenscbaften selbsistandig anzuwenden, d. b. der matbematiscben 
Bebandlung zuganglicbe Probleme exact zu formuliren und zu dis- 
cutiren, wird durcb die Uebangen in der reinen Matbematik nocb 
nicbt erworben, weil sie eine wesentlicb andere Art geistiger Tbatig- 
keit darstellt. Und docb ist die genannte Fabigkeit nicbt minder 
wicbtig und bedarf desbalb ebenso sebr einer £ntw)ckelung und 
Ausbildung. 

Es ist daber das genannte Werk, von welcbem der zweite 
Tbeil vor nicbt langer Zeit eriscbien, mit grosser Freude zu begriissen. 
Dass es dem Ziele, dem Studirenden eine Anleitung zur Anwendung 
der boberen Matbematik in den Natur- und tecbniscben Wissen- 
scbaften zu geben, in trefflicbster Weise gerecbt wird, dafiir biirgt 
scbon der Name des Verfassera, welcber sicb durcb seine wissenscbaft- 
licben Arbeiten, besonders durcb seine „Aufgaben aus der analytiscben 
Mecbanik* einen begriindeten Ruf erworben bat. Die Braucbbarkeit 
des Werkes wird nicbt nur durcb Reicbbaltigkeit und Vielseitigkeit 
bedingt, sondern aucb durcb die dem Verfasser eigene Klarbeit in 
der Bebandlung des reicben Materials. 

Die beste Empfeblung, falls es einer solcben tlberbaupt be- 
diirfte, lasst sicb in dem Wunscbe zusammenfassen, dass aucb die 
anderen in Aussicbt gestellten Tbeile, welcbe speciell fur den Jiinger 
der tecbniscben Wissenscbaften von grSsstem Interesse sind, recbt 
bald erscbeinen mdcbten.*^ 

VI. 

Der Matbematiker und Geograpb, Herr Dr. S. Giinther, Professor 
an der Technischen Hochschule zu Miinehen, verdffentlicbte in der „Zeit- 
schrift fur das Realscliulwesen'^ zwei sebr gtinstige Beurtbeilungen. Es 
entbalten dieselben zunacbst den Aussprucb: 

y, den Wiinscben des Praktikers ebenso wie denen des 

matbematiscben Lebrers entgegenzukommen , das musste von vorn- 
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herein als ein daukenswerthes Besti-eben erkannt werden, und Prof. 
Fuhrmann war ganz der Mann dazu, ein Theorie und praktische 
Anwendung richtig combinirendes Unterrichtswerk der bezeiclmeten 
Art zu liefem.* 

Dann wird, bei den Inbaltsangaben , hervorgeboben , dass der Begriff 
der mittleren Reactionsgescbwindigkeit behandelt worden ist, 
iiberbaupt die matbematische Cbemie, die Erdkunde und andere 
bisber von denMatbematikem sebr wenig beriibrteGebieteBeriicksicbtigung 
gefunden baben. Den Scbluss der Eritik bildet der Satz: 

,Die grosse Elarbeit der Darstellung, welcbe iiberbaupt bei 
alien Fubrmann'scben Scbrifben rtLbmend anerkannt werden muss, 
feblt aucb dieser vorliegenden nicbt. Kein Studirender wird bei 
ibrer Durcbarbeitung auf Hindernisse stossen, und aucb der £in- 
geweibte wird mit Vergntigen von der Gescbicklicbkeit des Autors 
Act nebmen, selbst scbwierigen Problemen die leicbtest verst^nd- 
licbe Seite abzugewinnen/ 

VII. 

In der ,,Naturwi88enschaftlichen Wochenschrifl^' erscbienen zwei 
von dem Berliner Matbematiker Herm Dr. A. Gutzmer (jetzt Professor 
in Halle) verfasste Recensionen. Ueber das Werk im Allgemeinen 
und iiber den ersten Tbeil desselben ist bier gesagt: 

^Wer da weiss, wie wenig Erfolge und wie wenig Freude die 
abstrakt gebaltenen Aufgaben der bekannten Sammlungen erzielen, 
wem daran liegt, die Studirenden in die ausserordentlicb vielseitigen 
Anwendungen der bQberen Matbematik einzutiibren und ibnen das 
Verstandniss der letzteren zu erleicbtern, der wird ein so bedeut- 
sames Unternebmen gewiss sebr willkommen beissen; unseres Er- 
acbtens wird dasselbe sicber einem dringenden und langst gefiiblten 
Mangel abbelfen. Das Werk ist nicbt nur den Studirenden der 
Naturwissenscbaften, sondern aucb denen der Matbematik aufswarmste 
zu empfeblen. 

Es wurde zu weit fubren, woUten wir versucben, dem Leser 
eine Vorstellung von der Art der Aufgaben, ibrer Vielseitigkeit und 
ibrer Bebandlung zu geben. Pbysik, Mecbanik, Geodasie, 
Gbemie, Zoologie, Psycbopbysik, Volkswirthschaftslebre 
und Tecbnik, alle diese Gebiete baben Aufgaben beigesteuert/ 

Bezuglicb der Fortsetzung des Werkes beisst es in der folgenden 
Recension : 

flUngemein gross ist im zweiten Tbeile wieder die Mannig- 
faltigkeit der Aufgaben; namentlicb solcben aus der Cbemie bat 
der Verfasser seine Aufmerksamkeit zugewendet. In der That wird 
jeder, der die neuere Entwicklung der Cbetnie verfolgt bat, zu- 
gesteben, dass griindlicbe matbematiscbe Eenntnisse sowobl zum 
Verstandnisse des bisber Erreicbten, als aucb zum weiteren Ausbau 
der Mecbanik der Atome durcbaus unerlasslicb sind. — 

An die Aufgaben kniipft der Verf. mebrfacb Anregungen, 
die wir fur sebr wertbvoll balten und welcbe wobl geeignet sind, 
zu eignen Untersucbungen den Anstoss zu geben. Entweder sind 
diese Anregungen der Art, dass sie auf die Litteratur iiber gewisse 
Fragen binweisen, oder aber, dass sie auf Liicken aufmerksam macben, 
durcb deren Ausfullung der Wissenscbaft ein Dienst geleistet wiirde. 
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Beispielshalber sei erw§.hnt, dass eine experimen telle Bestatigung 
der theoretiscben Ergebnisse fiber cbemische Yorg&nffe dritter nnd 
hdherer Ordnnng nocb aussteht. Ueber die chemiscnen VorgSinge 
erster und zweiter Ordnung liegt bekanntlich eine Reibe muster- 
giiUiger Untersucbungen vor.* 



VIII. 

Herr Dr. W. Heymann, Professor der Mathematik an den Tech- 
nischen Staatslehranstalten zu Chemnitz, liess im „Civilingenleur'' (dem 
Organ des Sacbsischen Ingenieur- und Arcbitekten-Vereins) 
eine sebr eingebende Besprecbung erscbeinen. Er sagt in derselben: 

^Ber Herr Verfasser, welclier seit einer langen Reibe von 
Jabren matbematische Yorlesungen und Uebungen an der Tecbniscben 
Hocbscbule zu Dresden abb&lt^ bat von jeher einem Wunscbe der 
Studirenden Recbnung getragen, einem Wunscbe, der sicb immer 
bemerkbar macbt, und der nur zu sebr berecbtigt ist. Er bat 
in den Uebungen vorzugsweise fachwissenscbaftlicbe Anwen- 
dungen beriicksicbtigt, Aufgaben behandelt, die solchen Gebieten 
angebdren, welcbe einst das Berufsfeld seiner Zub5rer bilden 
soUen. 

Es kann gar keinem Zweifel unterliegen, dass eiu Lebr- 
verfabren, bei welcbem die Triebfeder des Facbinteresses mit an- 
gezogen wird, dass eine Metbode, die an Bekanntes ankniipft, scbon 
aus didaktiscben Rucksicbten boben Wertb besitzt. 

Dieser letzte Punkt muss um so mebr betont werden, als 
die Frage entstebt, ob durcb ein scbarferes Eingeben auf praktiscbe 
Fragen und Anwendungen nicbt dem eigentlicb matbematischen 
Studium Abbrucb getban wird. — Referent mOcbte eben dies durcb- 
aus vemeinen. — Der Techniker wird bei den Problemen der reinen 
Matbematik selten verweilen; er wird aber gem auf sie zurQck- 
kommen, wenn er durcli sein Facb dazu veranlasst wird. 
Also gebe man ibm die Gelegenheit bierzu recbt bald und zu einer 
Zeit, wo die Lebren der Infinitesimalreclinung nocb in ungetrCLbter 
Erinnerung sind. Gerade die reine Matbematik wird so am 
allersicbersten gebtlbrende Wurdigung finden und mit 
Zuneigung gepflegt werden. 

Eine nicbt geringe Scbwierigkeit liegt nun offenbar darin, 
Aufgaben au8zuw§.blen, beziebentlicb berzustellen , welcbe dem so- 
eben erwS.bnten Programme entsprecben, d. b. die der Praxis ent- 
nommen sind, die eine befriedigende, iibersicbtliche L5sung gestatten, 
und die docb voU und ganz vom Geiste der Analysis durcbwebt 
sind. Hierzu kommt noch als misslicber Umstand, dass die Bearbei- 
tung solcber Aufgaben einer do p pelt en Kritik unterliegt, dor des 
Matbematikers wie der des Tecbnikers, so dass der Eine recbt leicbt 
Forderungen auf Eosten des Andereu stellen kann. — Alles dieses 
mag die Ursacbe gewesen sein, dass eine den erwabnten Gesicbts- 
punkten Geniige leistende Aufgabensammlung bisber nicbt er- 
scbienen ist. 

Herr Prof. Fubrmann bat, auf der Basis vieljabriger Er- 
fabrungen, mit grosser Sorgfalt eine sebr umfangreicbe Sammlung 
solcber ^Anwendungen*^ angelegt. Ein Tbeil der Beispiele ist 
vdUig neu, ein anderer ist den verschiedensten Quellen aus dem 
Gebiete der Technik, Naturwissenscbaften, Volkswirtb- 
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achaftslehre u. drgl. entnommen; besonders ist auch die neuere 
Litteratur hierbei berticksichtigfc worden. 

Bei der Reichhaltigkeit des Inhaltes mussen wir es uns ver- 

sagen, auf Einzelheiten einzugehen Besonderes Interesse 

diirften jene beanspruchen, welche mathematische Spekulationen ina 
Gebiete der Chemie enthalten und vorbereiten. 

Bekanntlich sind in neuester Zeit die Bestrebungen einiger 
bervorragender Chemiker, eine Mechanik cbemischer V<»gange zu 
begrunden, erfolgreich gewesen, so dass in der That gewiss einfache 
cbemiscbe Prozesse unter bestimmten Yoraussetsiuigen matbematisch 
verfolgt werden kOnnen. — Man unterscheidet bei solchen Unter- 
Buchungen chemische Vorgange erster, zweiter, dritter 
Ordnung u. s. f. 

Fiir die Vorgaoge erster und zweiter Ordnung hat das Ex- 
periment die Bichtigkeit der zu Grunde gelegten Hypothese ^die 
Reaktioi&sgeschwindigkeit ist proportional den wirksamen Menken 
eines jeden der in Betracht kommenden StoiFe" ausser Zweifel ge- 
setzt. Fur die Vorgange dritter Ordnung hat der Herr Verfasser 
ebenfalls die gesammte Rechnung durchgefiihrt, doch steht fiir diese 
eine experimentelle Bestatigung noch aus, und es bedarf bier vor 
A Hem der Mitwirkung tuchtiger Chemiker. 

Die Fuhrmann'sche Infinitesimalrechnung diirfte iibrigens 
die erste sein, welche den Interessen der Chemiker ganz direkt 
dient, und wir kQnnen es uns deshalb nicht versagen, hier des Ver- 
fassers Worte aus der Vorrede des zweiten Buches zu wiederholen: 

, Besonders erfreut wiirde ich sein, wenn auch die Studirenden 
der Chemie das Buch fleissig benutzten, was ihnen von sehr her- 
vorragender Seite gerathen worden ist (Zeitschrift fur physikalische 
Chemie, Bd. II, S. 863 u. 864. Rezension von W. Ostwald). Es 
triige eine solche Benutzung, wenn sie an umfangreiche und 
tiefe chemische Studien sich anschlSsse, hofFentlich dazu bei, 
die ktinftigen Vertreter der Chemie auszurusten mit dem „mach- 
tigsten Werkzeuge der Naturforschung", namlich mit einer 
zu Anwendungen bef^higenden Kenntniss der Mathematik, 
ohne deren Hiilfe wir nimmer hoffen diirfen, die so sehr 
verwickelten chemischen Vorgange ihrem Wesen nach 
zu entrathseln. 

Wenn die Studirenden der Chemie sich entschlSssen , oder 
durch maasgebenden Einfluss dazu gebracht werden konnten, ge- 
diegenen chemischen Eenntnissen eine zu Anwendungen stets 
bereite mathematische Ausriistung beizufilgen, so wtlrde aus den 
Kreisen der jungen Chemiker vielleicht bald der , Newton der 
Chemie** hervorgehen, welchen E. Du Bois-Reymond, im An- 
schlusse an Kant's Aeusserungen , verheissen hat, der Gltickliche, 
welchem es gelingt, eine Mechanik der Atome zu schaffen und 
damit die Chemie auf eine ganz sichere mathematische Grund- 
flache zu stellen, wahrend jetzt, nach dem Aussprache V. Meyer's, 
„die heiter schaffende Phantasie die vornehmste Trieb- 
feder ihrer Forschung bildet*. 



IX. 

Die „Zeitschrift de8 Vereins deutscher Ingenieure'' brachte eine 
von dem Mathematiker Prof. Holzmiiller (Director der hoheren Gewerbe- 



— XV — 

schule zu Hagen) verfasste Recension. £r nennt das Werk ein ^will- 
kommenes Hilfsmittel'^ und sagt: 

,Bei aller Werthsch^tzung des Gebietes der reinen Mathe- 
matik und Mechanik wird der Tecliniker nicht in diesem, sondern 
in den praktischen Anwendungen seine eigentliche Heimath finden. 
Neben den mannichfachen Forderungen, die an seine Kraft gestellt 
werden, hat er nicht Zeit genug zu blossen Scharfsinnsdbungen, er 
mus8 praktische Aufgaben ansetzen und unter Vermeidung alles 
dessen, W9s sich vernachlS^ssigen IS^sst, zur L5sung bringen lernen/ 

X. 

Der an der Universitat Berlil wirkende Professor Herr Dr. R. Hoppe 
yerbffentlichte in seinem bekannten ^^krtMy der Mathematik und Physik^' 

eine giinstige Beurtheilung des Fuhrmann^schfia Werkes, welches er als 
flVerdienstlich'* bezeichnet, weil durch dasselbe 

^der Zusamraenhang der Doctrin mit der Praxis best^ndig im Be- 
wasstsein erhalten bleibt*. 



XI. 

Herr Dr. Kiepert, Professor der Mathematik an der Technischen 
Hochschule zu Hannover, liess in der ,,Zeit8chrifi fiir Vermessunoswesen^' 

eine Recension erscheinen. Sie beginnt mit folgenden Satzen: 

„Der Verfasser ^eht von der Ansicht aus, dass die Studirenden 
den VortrM/gen iiber Difierentialrechnung mit um so grOsserem Eifer 
folgen, je naher die behandelten Aufgaben ihrem spS>teren Berufe 
liegen. Ausserdem sei es nothwendig, die Lernenden schon von 
Anfang an daran zu gew5hnen, dass sie die Differentialrechnung 
auch wirklich bei der LOsung von Aufgaben in ihrem Fache benutzen. 

Dieser Ansicht stimmt der Referent mit voUster Ueberzeugung 
bei, ja er m5chte sog^r behaupten, dass der Werth theoretischer 
Unter suchungen in der Mathematik iiberhaupt nur durch zahl- 
reiche Anwendungen von den Studirenden richtig erkannt wird. 
Was Herr Fuhrmann fur die Differentialrechnung gesagt hat, gilt 
daher auch fiir andere Gebiete der Mathematik. Die geistvoUsten 
Untersuchungen werden dem Lernenden wenig Freude bereiten, wenn 
er nicht von vornherein irgend welche Anwendungen im Auge hat. 

Der pS^dagogische Vortheil ist aber nicht der einzige, welchen 
die Bestrebungen des Herrn Verfassers bieten. Dadurch, dass man 
m5glichst zahlreiche Anwendungen der Mathematik auf die Technik 
und die Naturwissenschaften aui'sucht, wird man gleichzeitig auch 
die Theorie selbst fOrdem. 

Es ist ja wohl berechtigt, die Theorie weiter auszubauen, 
ohne Rticksicht darauf, ob die neuen S9«tze und Methoden auch so- 
gleich praktisch verwerthet werden kOnnen; es ist aber auch sehr 
ge^hrlich, die Fiihlung mit den Anwendungen ganz zu verlieren. 

Wie viele Aufgaben, deren Ldsung dem Techniker von hSchster 
Bedeutung w§«re, warten noch auf eine befriedigende Behandlung, 
die zweifellos auch wichtige Fortschritte in der Theorie herbeifiihren 
wtirde, denn die Aufgaben, welche uns die Natur selbst stellt, sind 
doch wohl auch am meisten naturgemS.ss.'* 
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Nachdem der Herr Recensent ausgesprochen hat, dass der Zweck 
des Fuhrmann'schen Werkea ,in jeder Beziehung zu unterstfitzen* sei, 
geht er zur Behandlung der Durchfiihrung des Planes iiber, tadelt 
Einzelnes, schliesst aber mit den Worten: 

^Tm Uebrigen ist anzuerkennen, dass das Buch durchweg klar 
und leicht verstandlich gescbrieben ist, sodass es namentlicn den 
Studierenden aufs Warmste empfohlen werden kann/ 

XII. 

In dem XX. Bande des ,,Jahrbuch der Fortschritte der Mathematik'' 
veroffentlichte der Herr Dr. Lampe, Professor an der Technfschen Hoch- 
schule zu Berlin-Charlottenburg, eine Besprechung. Er sagt in derselben: 

^wie von einem bewahrten Lehrer zu erwarten war, ist die 
Auswahl der Beispiele eine sehr vielseitige."* 

Er nennt ferner den Grundgedanken des Fuhrmann'schen Werkes 

,,die Anwendungen der Infinitesimalrechnung den Stiidirenden 
interessanter zu gestalten** 

einen ;,ansprecbenden^S stellt aber die Durchfiihrung, soweit sie den 
erst en Theil der Arbeit betrifft, als eine nur theilweise gelungene hin. 
Die Recension ist gescbrieben, als der zweite Theil des Werkes noch 
ungedmckt war. 

Eine spater, namlich im XXII. Bande des genannten Jahrbuchs, 
durch den Herra Professor Lampe veiSffentlichte Anzeige des zweiten 
Theiles des Werkes bezeichnet diesen als einen reicheren und sagt: 

^Eigenthumlich sind dem Buche die Anwendungen auf die 
Betrachtung des Yerlaufes chemischer Vorgange, ein Feld, das von 
dem Verfasser in mehreren Originalabhandlungen besonders bearbeitet 
worden ist. Es ist den jiingeren Chemikern sehr anzuempfehlen, 
sich mit dem Gedanken zu befreunden, dass auch in der Chemie 
die mathematische Betrachtungsweise eine nicht zu unterschatzende 
Bedeutung erlangt hat." 

XIII. 

Die in Berlin erscbeinenden „Annalen fiir Gewerbe und Bauwesen^^ 

brachten in ihrem Jahrgange 1889 eine sehr giinstige, von dem E5nigl. 
Regierungsbaumeister Herrn Leissner herriihrende Eritik. Sie enthalt 
unter anderem den Ausspruch: 

„Der Erfolg, der in dem Selbstbewusstsein der Befahigung 
zur L5sung praktisch bedeutsamer Aufgaben wurzelt, ist es, welcher 
die Lemfreudigkeit der Studirenden wesentlich erh5ht.* 

Ferner die treffende Bemerkung: Der Zweck der Arbeit sei 

„Schulung des Geistes in der mathematischen Auffassung natur- 
gesetzlicher Erscheinungen" 

und dem sei in zweckm^ssigster Weise entsprochen. Am Schlusse 
der Recension steht: es gebiihre dem Verfasser das Yerdienst, mit 
seiner Arbeit 
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,eine thatsachlich bestehende Liit-ke der Literatar ausgefiillt 
und einem vielempfundenen Beddrfniss Abhiilfe geschaffen zu haben/ 

Dieser bald nach dem Erscheinen des I. Theiles des Werkes ver- 
Sffentlichten Besprechung folgte, Dachdem der IT. Theil erachienen war, 
ira Jahrgange 1890 der genannten Annalen eine zweite von demselben 
Recensenten verfasste. Sie sugt, dass der II. Tbeil 

^voUauf die Erwartungen rechtfertige, welcbe nacb dem Vor- 
gange des friiheren gehegt werden konnten'* und hebt besonders 
,die Kiirze und Klarbeit der Daratellung'* hervor. 

Am Schlnsse der Inhaltsangaben wird betont, es babe vorziiglicb 
die Chemie umfangreicbe Bertlcksichtigung gefunden. Baran sicb 
schliessend, folgt der Ausspruch: 

^Dass die letztgenannte Wissenscbaft ihre weitere Fdrderung 
wesentlich von der exakten mathematiscben Bebandlungsweise zu 
erwarten baben wird, kann nacb dem gegenw&rtigen allgemeinen 
Stande der wissenscbaftlichen Forscbuug kaum mebr bezweit'elt 
werden. Das Bestreben des Verfassers, aucb die Studirenden der 
Cbemie der mathematiscben Geistesrichtung zu gewinnen, verdient 
im Hinblick auf die bieraus zu erboffende F5rderung aller 
Wissenschaften ganz besondere Anerkennung.* 



XIV. 

Der an der UniversitUt Leipzio wirkende ProfessorHerrDr. W.Ostwald 
verdffentlicbte im Jahrgange 1888 seiner ^Zeitschrift fiir physikalische 
Chemie'' unmittelbar nacb dem Erscheinen des I. Theiles des Fuhrmann'schen 
Werkes eine sebr gunstige Recension. Sie beginnt folgendermassen : 

„Mit warmer Freude muss das vorliegende Werk begrtisst 
werden, das eine lange und lebbaft empfundene Ltlcke ausfiillt. 
Der Verfasser geht von der Ert'abrung aus, dass Studierende der 
Naturwissenscbaften und der Tecbnik mit weit grOsserem Erfolg in 
der Infinitesimalrechnung unterncbtet werden kOnnen, wenn man 
zu den Uebungen Aufgaben w§.hlt, die sich unmittelbar auf das 

Studiengebiet der Betrefi'enden bezieben Man kann nicht 

anders, als dem vom Verfas&er ausgesprocbenen Grundsatze bei- 
stimmen, demgemSiSS der Unterricht solcben Wiinschen der Studirenden 
entgegenzukommen bat. Fiir diese ist die Mathematik ein Werk- 
zeug, ein wirksames zwar, aber aucb. ein schwer zu bandhabendes. 
Welcben Zweck hat es aber, dem SchQler die Handhabung an einem 
Materiale, dem fast ausschliesslich geometrischen, gelaufig zu macben, 
das er spater uberbaupt nicbt, oder nur selten, zu bearbeiten hat.*^ 

Dann wird die Benutzung des Begriffes der „chemiscben Be- 
schleunigung** als eine „kleine Ausstellung" besprocben. ScbJiesslicb 
heisst 68 : 

,,Als ganz besonders niitzlicb ist die immer wiederkehrende 
Anweisung zu erwahnen, die erbaltenen Funktionen graphisch 
darzuutellen. Der Studireude erwirbt sicb dadurcb ein en Schatz von 

Anschauungen Regnault pflegte bei seinen zahl- 

losen Untersucbungen nie die Aufzeichnung seiner Ergebnisse zu 
vers§.umen, ^um zu seben, was vorgeht.""* 
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Nachdem der zweite Theil des Werkes die Presse verlassen hatte, 
bedachte Herr Prof. Dr. Ostwald ibn ebenfalls mit einer Besprecfaung 
und zwar im zweiten Bande des Jahrganges 1890 der obigen Zeitschrift. 
Es beginnt jene zweite Recension mit den Worten: 

^Bie allgemeinen Bemerkun^en , mit denen der Referent 
seinerzeit die iiberaus dankenswerthe Arbeit begrdsste, gel^en in 
gleicher Weise fiir diesen zweiten Band;** 

and schliesst mit den Siitzen: 

„Der "Verfasser spricht den besonderen Wunsch aus, dass die 
Studirenden der Cbemie sein Werk fleissig benutzen m5gen. In 
der That ist, wie der Ref. aus Erfahrung weiss, in der gegenwSLrtigen 
Generation derselben vielt'ach ein sehr erfreuliches Streben nach 
Erwerbung von Kenntnissen der bOheren Mathematik vorbanden, und 
es ist Pflicbt derjenigen, die es angeht, diesem Streben entgegen- 
zukommen. Das vorliogende Werk ist dazu in bester Weise dienlich." 



XV. 

Herr Prof. Dr. Riihlmann verSfFentlicbte in der unter seiner Leitung 
stehenden „Elektrotechni8chen Zeitschrift'^ eine Recension, in welcber er 
Folgendes ausspricbt: 

„Sowohl fur den Studirenden, als aucb fiir Denjenigen, welch er 
verhaitnissmassig selten Veranlassung hat, Differential- und Integral- 
rechnung zur Anwendung zu bringen, ist es ohne Zweifel von hobem 
Werthe, wenn er den Gebrauch des flandwerkszeuges, welches ihm 
bei L5sung nahezu aller Aufgaben von grSsserer Bedeutung un- 
entbehrlich ist, unter der Fuhrung eines tiichtigen Lehrers an Bei- 
spielen uben kann, die seinem nacbsten Interessenkreise ent- 
nommen sind. Aucb der Anfanger und der minder Greubte wird 
Bich nach den Andeutungen der LQsungen uberall rasch zurecht 
finden, und wenn er die Aufgaben durchgerechnet hat, wird er seine 
Krafte bedeutend gewachsen fuhlen. 

Bewundernswerth ist die Geschicklichkeit, mit welcber der 
Verfasser es verstanden hat, aus alien Gebieten, auch aus dem der 
Elektrizit&t und des Magnetismus, die geeignetsten Probleme heraus- 
zufinden, welche fur die am hSlufigsten wiederkehrenden Aufgaben 
als Muster dienen kQnnen. Denjenigen, welche sich mit dem Ge- 
brauche der Differentialrechnung vollstandig vertraut machen wollen, 
k5nnen wir diese anregende Aufgabensammlung angelegentlichst 
empfehlen." 

XVI. 

Die in Wien erscheinende „Deut8che Literaturzeitung^' brachte in 
ihren Jahrgangen 1889 und 1891 zwei giinstige Recensionen, verfasst von 
dem an der Universitat Haiie lehrenden Professor der Mathematik Herrn 
Dr. Wangerln. Die Erste enthalt den Ausspruch, es sei das Fuhrmann'sche 
Werk nicht nur den Studirenden der Naturwissenschaften und der 
Technik zu empfehlen, sondern auch denen der Mathematik. Die 
zweite jener Eritiken beginnt mit einer Wiederholung der Anerkennung 
der „Nutzlichkeit" und „Vielseitigkeit" der Arbeit, die als „die erste 
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ihrer Art'* bezeichnet wird, giebt dann eine Uebersicht des Inhaltes 
des „II. Theiles" (auf den speciell sie sich beziebt) und schliesat mit 
den Worten: 

^Besonders beachtenswerth sind diejenigen Abscbnitte, welche 
die Anwendung der Integralrecbnuog aof chemische Vorg9.nge 
betreffen ; hier handelt es sich durchweg urn Darlegung der Resultate 
der neaesten Forschungen." 



Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass das Fulir- 
mann'sclie Werk als eine zuverlassige Anleitung 
znr Erlernung fachwissenschaftlicher Anwendungen der 
Differential- und Integralrechnung alien Studirenden 
der Mathematik, der Naturwissenschaften, 
des Hochbaues und der Technik, wie auch alien alteren 
Yertretern dieser Faclier, also den Mathematikern, Natur- 
forschern, Architekten und Ingenieuren, durcfa. 
schwerwiegende fachmannisehe Urtheile empfohlen ist. 

Berlin, im April 1898. 

Wllhelm Ernst & Sohn. 



Druck von Oskar Ii<mde in Altenburg. 
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Capitel I. 

DIFFERENZEN UND DIFFERENTIALE. 

EINFACHE UND MEHRFACHE 

DIFFERENTIATION. 



§ 1. Vorbemerkniigen iiber Veranderangsberedmimgeii and 

Fehlerermittelnngen. 

Zwischen dem t o t a 1 e n Dififerentiale dz und den p a r - 
tie lien Dififerentialen bxZ und byZ der Function 

1) z = f{x,y) 
besteht bekanntlich die Beziehung 

2) dz = bxZ + byZ, 

Liegen statt der Differentiale dx und dy die „Diffe- 
renzen" zJx und /Jy vor (also endlich kleine Anderungen, 
mi thin solche , welche nicht die Eigenscbaft haben gegen Null 
zu convergiren) , z. B. sehr kleine , unvermeidbare Messungs - 
f e h 1 e r beziiglich der Grossen x und y , so gilt die Nr. 2 ent- 
sprechende Gleichung 

3) JZ = /^xZ + ^y^ 

nur naherungsweise; aber desto genauer; je kleine r 
die Differenzen (Fehler, Unsicherheiten) ^x und Jy sind. 

Werden also in die Naherungsformeln, welche aus 
den betreffenden Differentialformeln entnehmbar sind, die 
Betrage der Unsicherheiten (Fehler) Jx und ziy mit gehorigor 
Beachtung ihrer Vorzeichen (oft Doppelvorzeichen) eingefiihrt, 
so lassen sich die G r e n z e n , zwischen denen die Fehler des 
Messungs-Ergebnisses liegen miissen, leicht erkennen. 

Es gilt dies fiir beliebig viele das Ergebniss beeinflussende, 
mangelhaft gemessene Grossen (nicht nur fiir zwei) und ist fiir 
die §§ 2 — 19 zunachst zu beachten. (Man vergleiche den § 1 
des I. Theiles dieses Werkes.) 

Fahrinann, Anwendnngen d. Infinitesimalrechnung. Th. III. 1 
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In vielen Fallen ist es rathsam , die vorkommenden p a r - 
t i e 11 e n Differenzen (welche aus den zugehorigen partiellen 
Differentialen abgeleitet sind) erst einzeln zu untersuchen und 
dann ihre Sum me (nach Gleichung Nr. 3 oder nach der ihr 
entsprechenden). 

Auch fur etwa zu gebende geometrische Darstellungen 
der Rechnungs-Ergebnisse hat dies Giltigkeit. 
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§ 2. Unsiclierlielteii bei der Inhaltsbestlmmnng von Recbtecken. *) 

A. 

Differentialformeln und Fehlerformeln bei der Flachen- 
berechnung aus LS,nge und Breite. 

Eine rechteckformige Flache ABCD (Fig. 1.), z. B. ein 
Fig. 1. F e 1 d oder die Bodenflache 

g^ j^ eines kastenformigen G e - 

f a s s e s , hat die Seiten- 
langen 

AJ) = BC=x, 

also den Inhalt 
^/? 1) F=xy, 

Man nenne zunachst {x und y als unabhangige Veranderliche an- 
sehend) die Betrage der partiellen Differentiale djcF und d^^ F, 
sowie den des t o i a 1 e n Differentials dF. 

Hierauf benutze man die gewonnenen drei Formeln , um 
Werthe fiir diejenigen Flachenmessungsfehler ^xF, JyF 
und JF anzugeben , welche vorliegen , wenn nur x fehlerhaft 
gemessen worden ist (urn den geringen , unvermeidbar gewesenen 



*) Der Inhalt dieses § 2 gilt im Wesentlichen nicht nur fiir die 
Unsicherheiten (Veranderungen) der Flacheninhalte von Rechtecken, 
sondern allgemeiner fur die Anderungen von irgend welchen Produkten, 
welche aus zwei fehlerhaft gemessenen Faktoren gebildet 
sind. (Beispiele: Gewicht eines KSrpers, abgeleitet aus dem Volumen 
und dem Gewichte der Volumen -Einheit; oder: Wassermenge eines 
Canals, wenn sie aus dem Querschnittsinhalte und der mittleren Ge- 
schwindigkeit durch Multiplication berechnet wird.) Es ist also der 
§ 2 sehr urafangreich verwendbar. Auch gestattet er leicht verschieden- 
artige Erweiterungen. 
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Betrag Jx), oder nur y (um das kleine Jy), oder wenn beide 
Seiten fehlerhaft getnesaen worden sind (um j:Jx, bpzfiglich ^y). 

Sodann bestininie maji die Vernachlilssigaiigen (Un- 
genauigkeiten) , welche begangen werden , wenn die auf dem ge- 
nannten Wege erlangten Formeln (fiir 'JxF, J^Y and JF') zur 
Anwendung kommen. 

Endlich erlaut.ere man das Gefundene durch geometi'iache 
Darstellungen, die aowohl die Measnngafehler -JiF, 
z/yJ^und JF, als auch die Vernachliiasigangen znr An- 
schauunf; bringpn, 

L 6 sung. Es iat, nach bekannten Satzen der Differential- 
re chnung, 

2) diF=ydx, 

3) b^F=xdy, 

4) dF =^xdy-j-ydx. 

Hieraua folgen fiir die in der Aufgabe genaiinten F I ft c h e n - 
messnngafehler die Werthe 

5) J:,F=yJx, 

6) J,F = xJy, 

7) JF ^ x^y-\-yJx. 

Die Formeln Nr. 5 und 6 sind s t r e n g richtig ; Nr. 7 hin- 
gegen ist es nur nilherungsweise. Man hat n&mlich, g e n a u 
genommen, 

JF= ix + Jx) (y + Jy) — xy, 
also 

8) JF=x/Jy-\-yJx-\-JxJy. 

Die bei der Benutzung von Nr. 7 vorliegende Vernachlassigung 
hat mi thin den Werth 

9) Y = JxJy, 
ist daher, verglichen mit 

xJy + yz/x 

sehr klein ; bei gut ausgefuhrten Mesaungen meist so unbodeutend, 
dass sie nicht beachtet zu werden hrauchi. 

Die Vorzeichen der Langenmessfehler iJ x und iJy be- 
dflrfen (in Nr. 5 — 9) sorgfaltiger Beachtung; bcsondeva wenn sic 
doppelt (i) aein kSnnen , wobei es meist auf die Bestimiiiung 
der Grenzen von Fehlei'-EinflUssen ankommt- 
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Der Flachenmessungsfehler ^xF wird durch den 
Inhalt des mit Strichen belegten Rechtecks DCCiDi der Fig. 2 

geometrisch darge- 



Fig. 2. 



Fig. 3. 



Fig. 4. 



^^s 




J^H 





DD. 



s t e 1 1 1 fiir den Fall , dass 
X (also AD) urn 

BD^=Jx 
zu gross gemessen wurde. 
Ebenso stellt der Inhalt 
des strichbelegten Recht- 
ecks BB1C2C der Fig. 3 
den Flachenmessungsfehler 
zfi^F dar, falls y um 

BB,=Jy 
za gross gemessen worden ist. 

Endlich giebt die Fig. 4 
in der Summe der Inhalte 
der einfach bestrichten Recht- 
ecke BB.C^C und BCCiDi 
den nach Gleichung Nr. 7 

naherungsweise richtigen 
Betrag des Flachenfehlers 
^F fiir den Fall , dass x 
um DDi = ^x und gleich- 
zeitig y um BBi = Jy zu 
gross gemessen wurde. Die 
hierbei vorliegende V e r - 
nachlassigung F(siehe 
Gleichung Nr. 9) ist durch 
den Inhalt des doppolt be^ 



strichten Rechtecks CC^C^Ci geometrisch dargestellt. 

Im Wesentlichen ebenso werden die Veranschaulichungon, 

falls die Langenmessungsfehler Jx und ^dy beide n e g a t i v 

sind , die Rechteckseiten also zu k 1 e i n gefunden wurden ; oder 

falls der eine jener Fehler positiv ist, der andere negativ. 

Anmerkung. Denkt man sich in den Figuren Nr. 2, 3 und 4 
die Strecken DDj und BB^ unendlich klein, so stellen die 
Inhalte der einfach bestrichten Flachentheile die durch die Gleich- 
ungen Nr. 2 — 4 ausgedriickten Differentiale dar. 
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Ferner ist dann der Inhalt des Rechtecks CC^CqCi (der Fig. 4) 
die Veranschaulichung einer unendlich kleinen Grosse z welter 
Ordnung, namlich des Produktes dxdy. (Vergl. Nr. 8 und 9.) 

B. 
Einige Anwendungen der vorhergehenden Fehlerformeln. 

Man untersuche nun, fiir alles hierFolgende dieNaherungs- 
f o r m el Nr. 7 benutzend : 

I. zwischen welchen G r e n z e n der Flachenmessungsfehler 
^jPliegt, wenn die Langenmessfehler die Werthe ii^x und 
=t z/^ haben ; 

II. ob und unter welchen Umstanden z/jP zu Null wird, 
ohne dass z^x und z/«/ gleich Null sind ; 

III. was die Gleichungen Nr. 7 und 9 fiir den Fall lehren, 
in welchem die Langenmessungs-Unsicherheiten bekannte Bruch- 
theile der betreffenden Langen ausmachen, namlich 

10) Jx = ± — X, Jy = ± — y 

m n 

ist , z. B. die beiden Rechteckseiten mit einer Unsicherheit von 

H) i TTIT'O" 

ihrer wahren Langen {x und y^ bestimmt wurden. 

L 6 sung. I. Der Flachenmessfehler z/J' hat, laut Nr. 7, 
seinen grossten absoluten Werth , wenn die Langenmess- 
fehler ^x und ^y beide positiv oder beide negativ sind. Im 
ersten Falle betragt er 

+ ipcJy 4- yJx) , 
im zweiten den negativen Werth hiervon. Er liegt also zwischen 
den Grenzen 

12) ±.{xJy ^y/tx). 

11. F e h 1 e r f r e i ist , nach Nr. 7 , der abgeleitete Flachen- 
inhalt, wenn xzty = — y^x ^ 

also wenn 

13) 4-^--. 

Jy y ' 

mithin falls die beiden Langenmessfehler entgegengesetzte Vor- 

zeichen haben und ihre absoluten Werthe sich verhalten, wie die 
Betrage der zugehorigen Seitenlangen. 

Hat z. B. das Rechteck die wahren Seitenlangen 

X = 400 Meter, y = 300 Meter 
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und ist X urn 0,04 Meter zu gross, y aber um 0,03 Meter za 

klein gemessen worden, also 

Jx = + 0,04 Meter , ziy = — 0,03 Meter, 

was der Bedingung Nr. 13 entspricht, so ergiebt sich 

F= 400,04 • 299,97 = (400 + 0,04) (300 — 0,03) , 

mi thin abgerundet 

JP= 120 000 Quadratmeter, 

wie es aus den richtigen Langenmassen folgen wiirde. (Dabei 

hat die Vernachlassigung den verhaltnissmassig sehr kleinen 

Werth 

V = — 0,0012 Quadratmeter. 

Man sehe Nr. 9.) 

Anmerkung. Das Ergebniss Nr. 13 lasst sich durch eine 
Zeichnung von der Art der Fig. 4 leicht veranschaulichen, 
wozu hiermit die Anregung gegeben sein mOge. 

III. Sind die Rechteckseiten x und y mit einer Unsicher- 

heit von i — , beziifflich i — ihrer Lansen gemessen, so hat, 
m n 

nach Nr. 7, der Flachenfehler den Werth 

14) JF=± ■ xy = ± ■ — F. 

mn mn 

Ist z. B. die Langenmess - Unsicherheit fiir beide Seiten 
i ^/lo Vo (Nr. 11), so hat man 

JF=± 0,002 xy=± 0,002 F. 

Hierbei liegt, laut Nr. 9, die Vernachlassigung 

15) V=±-^xy = ± — F 

mn mn 

vor ; in dem besonderen Falle Nr. 1 1 : 

V=± TTFlT-inr ^2/ = ± 0,000001 F. 

C. 
Flachenbestimmung unter Benutzung der Diagonale. 

Das Rechteck A BCD (Fig. 1 auf Seite 2) moge be- 

stimmt sein 

I. durch die Seitenlange 

AD = liC = x 

und durch die Diagonalenlange 

AC = 0; 
oder 
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II. durch die letztgenannte und durch die beiden D r e i - 
eckshohen 

Man berechne diejenige unendlich kleine Flachen- 
inhaltsveranderung dF, welche eintritt, wenn im e r s t e n 
Falle X und um ihre Differentiale dx und d0 sich andern , im 
zweiten j8?, hi und Jh um dz, dhi und d^a- 

L o s u n g. Im ersten Falle ist 

16) F=x}/z^ — x'', 
mithin 

,^ (s^ — 2x^) dx-^x^d^ 

17) dF=- —=-=4 

yz^ — x^ 

Im zweiten Falle hat man 

18) F=^g{k,+h), 
daher 

19) dF=^{0d{h,^h) + {ki^h^)dg}. 

Anmerkung. Aus Nr. 17 und 19 kSnnen bekanntlich auch 
die Werthe der partiellen Differentiale 

dxF, 6zF, dh,F, dh^F 
entnommen werden, was geschehen moge. 

Ferner lassen sich Nr. 17 und 19, wie auch die sammtlichen 
aus diesen Gleichungen abgeleiteten Differentialformeln zur 
Anstellung von Fehleruntersuchungen (siehe A und B) ver- 
wenden. Dies und die geometrische Darstellung einiger der 
Ergebnisse moge angeregt sein. (Dabei verdient Beachtung, dass 
Nr. 19 fast ganz mit Nr. 4 iibereinstimmt, weil Nr. 18 und Nr. 1 
sich nicht wesentlich unterscheiden.) 

D. 
Anregungen und Anmerkungen, betreffend Fehlergesetze, 

Fehlerarten u. s. w. 

Zu weiteren Anregungen moge das unter I bis X 

Nachstehende dienen, auf welches auch bei spater folgenden Auf- 

gaben Bezug genommen werden soil. 

JF ^ 

I. Fiir den relativen Fehler — ^^r des Flacheninhaltesx^ 

F 

hat man , wenn die Naherungsformel Nr. 7 benutzt wird, 

JF Jx , Jy 



20) 



F X ^ y 
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Er ist also dann gleich der algebraischen Summe der 
relativen Fehler der Seitenlangenmessungen. 

II. Sind die Grenzen der Fehler Jx und Jy constant, 
also (im Gegensatze zu B, III, wie auch zu dem Nachfolgenden) 
nicht von x^ beziiglich von y abhangig, ist etwa 

21) Jx = ai, Jy = a^^ 

so giebt Nr. 20 fiir den relativen Fehler der Flfichenmessung 

22) i^ = ^+«^-. 
^ F X y 

Mithin liegt er dann zwischen den Grenzen 

ist also desto kleiner, je grosser die Seiten x und y sind. 

Das kommt z. B. vor, wenn man die Langen von Rechteck- 
seiten aus e'inem Risse absticht, um Flacheninhalte zu 
berechnen und wenn hierbei die Seitenlangen so klein sind, dass 
sie auf e i n m a 1 in den Zirkel genommen werden konnen, mithin 
fur jede derselben der unvermeidliche Abstech fehler und Ables- 
fehler nur e i n m a 1 auftritt. 

III. Hat fiir die Fehler Jx und Jy das Gesetz 

23) Jx = aiX, /ly = a^y 

Giltigkeit, sind sie also proportional den betreffenden gemessenen 

/^ X /i v 

Langen (mithin die relativen Fehler und constant), so 

X y 

er giebt sich aus Nr. 20 : 

24) —• = a^-\^a^, 

Es liegt also in diesem Falle der relative Fehler des Flachen- 

inhaltes zwischen unveranderlichen Grenzen (ist von der 

Grosse des Rechtecks nicht abhangig). 

Jx zty 

Haben die relativen Fehler und g 1 e i c h e Werthe, 

X y ^ 

was sehr oft vorkommt, ist also 

25) tti = ^2 , 

so gilt, gemass Nr. 24, der Satz : Der relative Fehler der Flachen- 
messung ist das Doppelte des relativen Fehlers der Langen- 
messung. 



Dili'erenzen uud Differentiale. Eintache und mehrfache Differentiation. 9 

Dieacr viel bemitzte Satz fordert aber das Gleichsein 
der relativen Langenmessungsfehler ; ihn o h n e diese Vorans 
setzung , ganz a 1 1 g e m e i n , auszuaprechen , was in mancliP 
Lehrbiicherii der G e o d a s i e gesehieht, iat u n r i c h t i g. 

Anmerkung. Mit dem relativen Fehler hat man auch stet 
den absoluten' z B giebt Nr 24: 

26) JF=la, + at)F, 

sagt also, da»« der letztgenannte Fehler dem Flatheninhalte pro 
portional lat falls das t.esotz Nr 23 besteht. (Vergl. B, III.) 
IV Gilt fur die Langenmessung'.tehler das Gesetz 

27) Jx^=aiX-\- hi, Jy:=aiy -\- 6j, 
hcstehen sie also beide aus einein conntanten Theile und ins 
einem, welcher der Lftnge proportional ist, so giebt Nr, 20 

28, 4^=(..+.., + | + |. 

Der relative Feliler der Flachenraessung besteht ulso dann 
au3 drei Theilen, deren erster unveranderli<:li, deren zweiter 
dev L ii n g e des E^chtecks und deren dritter der B r e i t e nm- 
geltehrt proportional iat. 

V. Wena fiir die Fehler Jx und Jy das Gesetz 
29) Jx = ai\^x, Jy^ai]/y 

vorliegt, sie also den Qnadratwurzein der betreffenden Seitenlan}i;i'n 
proportional sind (was z. B. in dor Gcodasie oft vorkonimt), 
MO hat man, gemilss Nr. 20, fur den relativen Fehler der Flachen- 
messung den Werth 

Anmerkung. Die Voraiis.wtzungen Nr. 21, 23 und 29 sind 
besondere Flille der allgemeineren: 
81) ' ^x=^a,3^, Jjf ^^a^y' . 

VI. Besteht fiir die Langenmessfehler das Gesetz 

32) Jx^ at V^iX-\- CiA-^, Jy^<h |/^ y -1- Ca «/» , 
oder irgend ein anderes, so sind die Grenzen der absoliiten 
und relativen Flachenmessungsfehler eben so leicht angebbar und 
behandelbar wie es im Vorhergehenden unter D, I — V, und unter 
B, geschehen ist. 

Miin sei aich stets bewusst, d ass die Fehler der Flachen- 
niessung von den fiir die Langenmessungen geltonden 
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Gesetzen abhangen und dass die letzteren sehr verschiedene 
sein konnen. 

VII. Hat zwischen den Seitenlangen x und y irgend eine 
Gleichung Giltigkeit, ist z. B. 

33) y = x, 

oder der Umfang constant, etwa gleich 2 ft, also 

34) x^y=-k, 

oder hat man mit flachengleichen Rechtecken zu thun, so dass 
xy unveranderlich, etwa 

35) xy = c^ 

ist, so fiihren die Nrn. 22, 28 und 30 auf einfach gekrlimmte 
Fehlerlinien, weil sie dann die Form 

36) ^ = f{x) 

haben. Zur Untersuchung der ar tiger Linien moge hiermit an- 
geregt sein. (Man sehe Capitel II, Abschnitt A.) 

Besteht zwischen x und y k e i n e Gleichung und werden 
Nr. 22, 28 und 30 in der Form 

37) = (p {x, y) 

aufgefasst, so fiihren sie zu Fehlerflachen. (Vergl. Capitel II, 
Abschnitt B.) 

VIII. Statt durch x und y kann man die im Vorausgegangenen 

JF 

fiir die Flacheninhaltsfehler JF und —=^ gewonnenen Werthe 

X 

auch ausdriicken durch F und durch das Seitenverhaltniss 



y 

welches n heissen moge. Es ist, wenn dies geschehen soil, 

38) x=\/'i^\ y = y — 

in die betreffenden Formeln einzuMhren, weil die Gleichungen 

39) xy = F, -- = n 

y 

bestehen. Das giebt z. B. fiir die durch Nr. 21 ausgedriickte 
Annahme : 

40) ^F __ ai -^ -a^n 

F~ i/nF 
an Stelle von Nr. 22. 
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Aiich an derartige Fehlerfoi'meln hann dis Dntersut-hung von 
Fehlerlinien und F eh lerf lac h en (VII) geknupft werden 
{wobei, ansser dem Fehlerwerthe , n und F die Verander lichen 
sein wUrden). 

IX. Man henutze die sftmmtlichen im § 2 enthaltenen Fehler- 
formeln nicht nur znr Berechnung von Flacheninhalts- 
fehlern, sondprn uberhaupt zur Herleitung irgend einer der 
in ihnen vorkommeaden GrOssen, falls alle anderen bekannt sind ; 
auch nehme man dabei Rucksicht aaf besondcre Fiille , z. B. 
auf das Qaadrat, und fuge stets ein ZabI e n b e i s pi e 1 an. 

Zuniichst etwa fiir den Fall, dass die Lange x viel grosser 
ist ala die Breite y (was bei Feldgrundatiicken schr oft 
vorkommt), man die Unsicherheit der Langenmessung (also das 
Jx) kennt und den Flfichenfebler ^F zwiachen vorgeachriebenen 
G r c n z e n halten will , es sich mithin darum handelt zu be- 
rechnen, mit welcher (weit grosseren) Genauigkcit die Breite y 
dann gemesaen werden muss. (Zahlenbeispiel: Ist 

a:=10^, Jx^ ±0,001 X 
1111 d soil 

^f zwischen ti 0,005 -F 
bleibcn, so muss y, was man sofort mittelat der Gleichung Nr. 7 
findet, bis auf i O,0004 a: , also 2 '/a nial so genau gemessen 
werden, als x.) 

X. Sehr oft handelt es sich nicht (wie im Vorausgegangenen) 
iim die G r e n z e n , zwischon denen ein zu berechnender Fehler 
liegen muss, sondern um ndurehschnittliche", ^mittlere" 
oder ^wahrscheinliche" Fehler. (Dieaer Fall liegt hesondera 
oft in der Geodasie und in der Astronomie vor.) 

Unter dem „durchschnittliclien Fehler" der wahren 
und gleichartigcn Messungsfehler 

«!, ea, Cs, ■ - ■ */i 
versteht man das arithmetische Mittel ihrer ab- 
soluten Werthe. Man driickt dies, jenen Fehler t nennend, 
aua durch die Gleichung 

41) ,=fi!!. 

Hingegen wird unter dem „mittleren Fehler" (oder 
„mittleren zu fiirchtenden Fehler") die Qnadratwurzel aus 
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dem arithmetischen Mittel aller Fehlerquadrate 
verstanden. Es ist also, wenn m diesen mittleren Fehler be- 
zeichnet, 



42) 



m 



-^v 



[£!1 
n 



Der ^wahrscheinliche Fehler" ist derjenige, welcher 
die Eigenschaft hat, dass in einer grosseren Fehlerreihe gleich 
viele Fehler ihrem absoluten Betrage nach u n t e r ihm, wie auch 
fiber ihm liegen. Man bezeichnet ihn meist mit r. 

Zwischen den Fehlern m^ t und r besteht (was man aus der 
Theorie der Fehlerwahrscheinlichkeiten ableiten kann) die Beziehung 
43) m = 1,2533 t = 1,4826 r. 

Es ist also der mittlere Fehler reichlich ^/4 des durchschnitt- 
lichen und beinahe ^f^, also ^/i, des wahrscheinlichen. 

Im Nachfolgenden wird — wie im Vorausgegangenen — meist 
von den G r e n z e n , innerhalb welcher die Fehler liegen miissen, 
die Rede sein , nicht von durchschnittlichen, mitt- 
leren oder wahrscheinlichen Fehlern. 

Beziiglich der drei Letztgenannten sehe man , wenn nothig : 
Jordan, Vermessungskunde, § 3 — 5 der 3. Aufl. des I. Bandes, 
Oder § 3 — 5 und § 31 der 4. Aufl. des IT. Bandes. 

Hingegen moge in Bezug auf die G r e n z e n der Eihfliisse, 
welche Beobachtungsfehler auf irgend welche zu berechnende 
Grossen ausiiben, Beachtung finden : Bauernfeind, Vermessungs- 
kunde , Band II der 7. Aufl., § 52, S. 129 u. 130; auch § 53, 
Absatz 1 ; ferner : Hartner-Wastler, Handbuch der Geodasie, 
7. Aufl., §39, Nr. 235; und Vogler, praktische Geometrie, 
Theil I, S. 195—196. Jedoch auch: Zeitschrift fiir Ver- 
messungswesen, Jahrgang 1892, S. 59 u. 60. (Kritik von 
Reinhertz.) 

§ 3. FlacheBinhaltsveraBderangen von Dreiecken. 

A. 
Inhalt des Dreiecks bestimmt durch Grundlinie und Hohe. 

Wenn die Grundlinie g und die Hohe h eines ebenen Dreiecks 
die unendlich kleinen Langenanderungen dg , beziiglich dh , er- 
leiden, so erfahrt der Flacheninhalt F eine gewisse Veranderung dt\ 
Man berechne Letztere (ausgedriickt durch g, h, dg, dh) und gebe 
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an, wie sich daa Ergebniss zq Fehlerbeatimmungen be- 
nutzeii lasst. 

L6sung. Da 
II F=;gh 

ist, so hat man 

2) dF=^(</dh-l'hdg). 

Djese Gleichung kann zu Fehlerberechnungen genau 
s I) benutzt werden, wie es beziiglich der Gleichung Nr. 4 des § 2 
yea c he lien ist. 

B. 

Dreieckstorm gegeben dureh zwei Seiten und den ain- 

geschlosBenen Winkel. 

I. 

Das Dreieck AIBC aei gegeben duich die Seitenlangen 

BC = a, CA^b 

und durch den Winkel 

ACB = y. 
Man berechne zunSchst die unendlich kleinenAnde- 
rangen 

d^F, djF, dyF und dF, 
welche der Fiacheninhalt F erleidet, 

wenn nur a aich andert, um da , 
Oder :, h , „ , , db, 

, y , . > , dy, 
oder a, b und y aieh gleiehzeitig andern (um da, db und dy). 
L 6 sung. Ea ist 

3) F=iabf>my; 

4) d^F—^bHiayda, 

5) iitF^ hasiaydb, 

6) dyF^ ^^abcoaydy, 

7) dF=^[{adb-\-bda}>imy-\-ab<iosy dy\ . 

Dutch Benutzung von Nr. 3 kijnnen die Werthe Nr. 4 — 7 
auf wesentlich andere Form en gehracht werden. 
II, 

Fur endlich kleine Anderungen (^a, 'Jb , ^y) ge ben die 
Gieichungen Nr. 4-7 die mindestena nilherungsweise gel- 
ten den Formeln 
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8) 






J.F=\hA 


ayJa, 




9) 
10) 






J,F=Ua 
J,F=iah 






11) 


JF^ 


il( 


!i^b-^hJa)si 


n:/ -\- ah t^asy 


Jy\') 


Aus Nr. 8- 


-11 


folgenauchdieW.rthederre 


ative 








J^F Ja 





13) 



12) 

J,,F _ Jh 
F ~~~b~ 
«. 9. w. (Vergleiche § 2, D, I.) 

Ferner lehrt z. B. die Gleichung Nr. 10 , ^ass hd i 
anderlichen Betragen von a, b und /Jy der Fehler -^yF dv» 
naher der Null liegt, je naher y dem rechten Winkel koiimit, 

Man gebe durch drei Zeichnungen geometriache Dar- 
stellungen der Formeln Nr. 8, 9 nnd 10 fur den Fall, ilass 
die Anderungen ^a, Jb, ^y pOHitiv sind und das Dreicck 
ABC \>%\ fistumpfwinklig ist. 

Aurli nenne man diejenigen Vernachlassigungen 

Ta, Ft, Vy, V, 

welche vorliegen, wenn die Gleichungen Nr. 8 — 11 zar BenutKUag 
kommen. 



•) Anmerkun 
ftnderungen, also 
verdient) in Bogen 
als unbenannte Z 
in GradmasB, meint 


g. Dabei aind zta und Jb (in Nr S — IH L mgen 
Langon (Strecken); Jy aber lat (was Beaebtui g 
mass fUr den Halbmesspr 1 gemeint ra thin 
aiil (weil man y bekanntlicli in dieser Weisp ri ht 
Z. B ist, wenn Jy in LradraSBB eme Minute 1 e 


'^^ ^'=« 


- ^ 


000290fi'5 


zti setzpn — Daa Entaprechondc 


g U h ffl 

t I d db 

1 

d C g 
F m 


d (1 
Ady J d 

d E I t 

w U 
fl i A w 
h F m 1 
J Jb Jy 

ma w 1 
t b d d 
h wlh 

w 1 1 


h g N 

t i 

g d a kt 

d g d 


4—1 duftretenden Differ n 
Art dpr bptreflei den Cro^st 
edatht iserd n mit Tiel h r 

orstehpndpn ind aucii j iter 


f Ig d ii 1 
h t F hi 
h ■«■ d 
k D 
f w 
h d 


b It 

m t mt 
b 

gf It 
d 1 t ft 

s t 


1 Bsdie \nderingenlLnsKli i 
Doppelvor^eiclien (±) \ 
gut positu wie negativ «e n 
g au berflckBiohtig(,n wenn di 
den Folilpr liegen musuen ul 
ten Arten dt= Z iiiram 
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L 6 s u n g. Den durch die Gleichung Nr. 8 genannten Fehler 
^aF veranschaulicht (unter den gemachten Voraussetzungen und 
aus naheliegenden Grunden) das mit Strichen belegte Dreieck 
ASJSx der Fig. 5, in welcher 

AB = c, BC = a, CA = l, BB^ = Ja, 

Fig. 6. 




Ferner wird durch das bestrichte Dreieck A^BA der Fig. 6 
der Fehler JbF (Gleichung Nr. 9) dargestellt, wenn 

AA^ = Jb 

ist. Fig. 6. 




A, A 

Anmerkung. Dass die Figuren Nr. 5 und 6 auch die 
Gleichungen Nr. 12 und 13 veranschaulichen, ist selbstverstandlich. 

Fig. 7. 




Endlich gilt bezuglich der verlangten geometrischen Darstel- 
lung der Gleichung Nr. 10 Folgendes : Lasst man (siehe die Fig. 7) 
den Winkel y um 

Jy = BCB, 
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wachsen , ohne dass die Seitenlangen a und fe sich andern , so 
geht das Dreieck ABC in das Dreieck AJSiC fiber. Der hier- 
durch eintretende streng richtige Flachenzuwachs 

14) JyF= ABi B + BB^ C 
ist also bestimmt durch die Gleichung 

JyF = ABiC—ABC. 

Folglich hat man : 

JyF= I ah sin(y + ^y) — i ah sin y , 
mithin 

15) JyF= yafc (siny cosz/y + cosy sinz/y — siny) . 

Fiir ein hinreichend kleines z/y gilt aber (vergleiche Theil I, 
Seite 133, Gleichungen Nr. 18 und 19) naherungsweise 

16) cosz/y=l 
und 

17) sinz/y = z/y. 

Mit Benutzung von Nr. 16 und 17 geht Nr. 15 iiber in die 
Gleichung Nr. 10. 

Ferner stellt der Flacheninhalt des Dreiecks CB^Bi der 

Fig. 7 sehr nahe die rechte Seite von Nr. 10 dar. Es ist nam- 

lich die Lange der Grundlinie CB^ gleich h cos y ; die Hohe aber 

sehr nahe gleich der Lange az/y des aus C mit dem Halbmesser a 

beschriebenen Kreisbogens BBi. Das Dreieck GB%Bi hat aber 

mit der wahren Flachenzunahme /lyF (siehe Nr. 14) die Flache 

CBBi gemein. Und es ist , wegen der Kleinheit von. ^y , mit 

grosser Genauigkeit 

BBiA = BBiB2, 

weil BBi gemeinschaftlich und weil die zu CB senkrechte Gerade 

AB2 als Parallele zu dem sehr kurzen Kreisbogen BBi angesehen 

werden darf. 

Anmerkung. Bildet man nach der Art der Fig. 7 eine, in 
welch er der Winkel / ein rechter ist, so lehrt die Anschau- 
ung Das, was vorher schon der Gleichung Nr. 10 fiir den Fall 
y=z^n entnommen wurde, namlich: JyF=0. Das Zeichnen 
dieser Figur moge nicht unterbleiben. 

Die Gleichungen Nr. 8 und 9 sind streng richtig , nicht 
nur naherungsweise. Es haben also die betreffenden V e r n a c h - 
lassigungen die Werthe 

18) Va = und Vb = 0. 



r 
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Dies ist sofort dnicli Rechnung nachweiabar , folgt aber auch 
aas del Anschauung. (Fig. 5 vuid 6.) 

Bei der Anwendung der Formel Nr. 10 begeht man, gemiiss 
Nr. 15 und 10, die VernachlassigUDg 

19) Vy=^{smy (cos Jy-1) + co^y {^inJy — Jy)} ah. 
1st ^y ao klein, dasa die Gleichungen Nr. 16 und 17 hin- 
reichend genau erfiillt sind, ao hat maa mit auareichender Ge- 
niiuigkoit 

■iO) Vy = 0. 

Eiidlich ergiebt aich die bei der Benutznng der Forme! Nr. 11 
vnrlii'gi;nde Vernachlaaaignng V als Unterschied dea atreng rich- 
tigeii Werthes 

21) JF= \ {a + Ja) {b -\- Jh) sin {y -{-Jy) — \ ah sin y 
imd des Naherungawerthea Nr. 11. 

III. 

Man bestimnie mittelst der Gleichung Nr. 11, untei welchen 
Uumtanden der Flachenfehler JF zu Null wird , ohne dass die 
Fehler /Ja, Jh und Jy gleich Null sind. 

Losung. Es ergiebt sich aofort, daaa die Bedingung 

a i&ny 

erfiillt aein muss. (Vergl. § 2, B, 11.) 

IV. 

Bei alien Anwendnngen der vorstehenden Fehlerformeln (z. B. 
(ier Gleichung Nr. 11) ist die am Fusse der Seite 14 stehende 
Aiiuipvkung gehOrig zu beriicksichtigen. 

Man berechne , anf vier Decimalstellen ahgerundet, zwischen 

JF 
welchen Grenzen der relative Fehler — ^— der Flache des 

Ilreiecks A.SC liegen muas , wenn die Seitenliiugen a und ft mit 
I'ini-r Unsicherheit von i '/lo "/o bestimmt sind, 

^ y =: 360 20' 
frefunden wurde und dieser Winkelineasung eine Unsitherheit von 
jb 1 anhaftet. 

Fnhimann, An»e».lii»EGii il. iTiRnttPsitiiBlTccliiiuiig. Tti. III. 2 




18 Difforenzen und Bifforentiale. Einfache und mehrfaclie Differentiation. 



In die Gleichung Nr. 11 sind die Werthe 
= i 0,001 a, Jh = ± 0,001 h , 



smy = 0,59248 , cos y = 0,80558 

I'lii^iusetzeii. Das giebt 

JF 
JF=^ ± 0,0007 ah ; ~p- = ± 0,0024 . 

I (fir relative Flachenmessungsfehler liegt also zwiachen -j- 

""•^-l^oo- 



Das gleichaeitige Dreieck. 

Ein gleichseitiges Dreieck ^Bt'moge die Seitenlftnge a habcn. 

Man berechne zunachst diejenige unendlich kleine Ande- 
I'lmg dF des Flacheninhalts F, welehe eintritt, wenn sicli a uni 
si'ii) Differential da veriindert. 

Dem fiir dF erhaltenen Werthe entnehme man eine Nftherunga- 
fininel fur die e n d 1 i c h kleine Fiatheninhaltsilnderung z/ J", 
seiche vorliegt, wenn a um den endlich kleinen Betrag Jn 
uiichst oder abnimmt ; gebe auch die bei der Anwendung dieser 
I'ormel eintretende Vernachlassigung V Ar\. 

Endlich atelle man JF nnd K g e o m e t r i a c h dar fUr den 
FidI, dass J a eine Zunahme (der Seitenlange) ist. 

Losung. Da der Flacheninhalt den Worth 
-J3) F = \V^a^ 

liiit. so ergiebt sich 

L'4) dF=iy'iada; 

iiiithin, als naherungswoise giltig, 

•lb) JF=i yiaJa = sin -J - aJa , 

mid zwar deato genauer, je kleiner J a. 

Dabei ist , weil der s t r e n g richtige Werth von JF ans 
ili/r Gleichung 

JF= I y'^{a -I- Jay — I VS a^ 
lidgt, die Vernachlfissigung 
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2(i) V=^i/SJa^, 

also gleich dein Inhalte einea gleichseitigen Dreieeks von 
tjeiteniange i/o . 

Geometrisohe Darstellung dor Uleichungen Nr, 
uinl 26 giebt die Fig. 8, in welelier 
AB^BC=OA = a Fie. s. 

JSB^ = CCx=Ja 
aein soil, mithiti 

^ a -|- J a 

ist. ISie veranschaulicht 

durcli die Trapezflache 

BB.CiC den streng 
riohtigen Werth des 

Fliichenzuwachaes ; ferner 

dm'cli die Eechtecksflache 
BB^C^G {h&nge a, ' 

Breitft sin 3 ft ■ Jo) den 

Naherungs werth Nr. 25; endlich durch die Surome der Dreiecta- 

flaclien BB,Bi und CCiGi (die sich zu einem gleichaeitigea 

Drcii'cke von der Seitenlange jJa zusainmensetzen lassen) die 

durch Nr. 26 ausgedriickte Vornachiassigung V. 

Anmerkiing. Man unterlasse nicht, zu untcr^uchen, ob da» im 
§ 2 far die Flache des Bechtecka Gesagte im Wesentlichen aueh 
far die des gleichseitigen Dreieeks ^it. So z. B. die Glei- 
ehung- Nr. 24 (des § 2); femer die auf Seite 4 und 5 beziiglich 
der unendlich kleinen GrSssen erater und zweiter Ordnunff stehende 
„Anmerkuiig". 




Fliicheninhaltsver&nderungen des Di 
die L&ngen seiner drei Seitci 



Es mSge ein Dreieck ABC mit den Seitenlangen 
AB = c, BC = a, CA = h 
yoriif'gen. Zu berechnen seien dicjenigon unendlich klei 
Andemngen 



20 Differenzen und Differ entiale. Einfache und mehrfache Differentiation. 

haF, d,F, dcF, dF, 
welche der Flacheninhalt F erleidet, 

wenn nur a sich andert, um da, 
Oder „ 6 „ „ , „ d6, 

oder a, h und c sich gleichzeitig andern (um da, dh und dc). 

Man verlangt jene vier Inhaltsanderungen zunachst ausgedriickt 
durch 

a, h, c, da, dh , dc, 
dann aber unter Zuhilfenahme der Winkel 

CAB = a, ABC = fi, BGA = y, 
L s u n g. Bekanntlich ist 

27) F= i: V\a + 6 + c) (a ^'V^6){a^~^c) (— a + 6 + c) . 
Hieraus folgt : 

, ^ C (aa -f 62 _ c2) ^ 

30) d,F = -^— ^g-^r ^^ ' 

31) dF = 

a{—a^-\-h'^-\-c^)da-{-h{a'^ - &^ + c2)d6-{-c(a24-b2_ c^) e?c *) 

Man hat also, bei Benutzung der Winkel a, /? und y : 

. -^ abc 

32) dai^ =-r^- cosa aa, 

. ^ ahc ^ ^^ 

33) ^6 F = -^ cos fidb, 

34) dci^ "^ "7 ^ ^^^ ^ ^^ ' 

35) dF= -^ (cos a da -f- cos fidb + cosy dc); 
oder : 



*) Anmerkung. Die fiir das to tale Differential geltende Formel 
enthalt stets die fiir die partiellen Differ entiale geltenden Ausdriicke 
als besondere Falle in sich. Bei verwickelten Formeln kann das zur 
Priifung derselben benutzt werden, was fiir das spater Folgende Be- 
achtung finden moge. 
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36) daF= ^acotada, 

37) dbF =^b cot ^db, 

38) d^F=^ccoiydc, 

39) dF=i{a cot a da -\- b cot ^ db -\- c cot y dc) . 

II. 

Die rechte Seite der Gleichnng Nr. 36 ist der Fl&cheuinlialt 
eines Dreiecks , welches die Grundlinie a und die HOhe cot a da 
hat. In gleichartiger Weise sind die reehten Seiten der Gleichungen 
Nr. 37, 38 und 39 deutbar. 

Fur den Fall des gleichseitigen Dreiecks muss Nr. 39 
in Nr. 24 iibergehen. Man zeige, dass dies so ist. 

Ferner wende man die vorstehenden Gleichungen (Nr. 28 
a. s. w.) auf das bei Creehtwiuklige Dreieck an und zeige, 
ilass fiir dieses 

40) KF= \hda, 

41) itF=\adh, 

42) d,F=0, 

43) dF={{adh-\-bda). 

III. 

Auf endlich kleine Anderungen {-/«, -^b und /^c) ange- 
wendet , liefern die vorstehenden Differential forme! n Gleichungen, 
welche mindestens nahernngsweise giltig sind, fiirFehler- 
berechnungen Wichtigkeit haben und zu geometrischcn 
Darstellun gen (im Sinne der Fign. Nr. 2 — 8) auffordern. 

So giebt z. B. Nr. 36 ; 

441 J„F= \acoiada^ ■■ : 

^ 2 tan a ' 

mithin, wenn a ein rechte r Winkel ist: 

45) z/„jP _^ = 0. 

Und Nr. 40 giebt fiir ein bei C rechtwinkliges Dreieck : 

46) J^F=^b^a. 

Es mfige angeregt sein, diese Gleichnngen Nr. 44, 45 uiid 46 
dnrch je eine Figur zu veranschaulichen. — 
Femer liefert beispiels weise Nr. 35 : 



if 



- cos^- Jh + cos y • Jc) . 
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Man entnehme dieser Gleichung, sie als Fehler f or mel 
ansehend , unter welcher Bedingung der Flachenfehler ^JF 
zu Null wird, ohne dass die Langenmessfehler ^a, Jh 
und z/c gleich Null sind. Auch schaffe man eine geometrische 
D e u t u n g des Ergebnisses. 

IV. 

Die Gleichung Nr. 31, welche dF durch a, 6, c, da, dh 
und dc ausdriickt, entspricht der Gleichung Nr. 4 des § 2. Was 
beziiglich der Letztgenannten im vorigen Paragraphen behandelt 
worden ist, kann also im Wesentlichen auch auf die Erstgenannte 
ausgedehnt werden. Dies moge hiermit angeregt sein (soweit 
es nicht schon durch das Vorhergegangene erledigt ist und eine 
Unter suchung iiberhaupt verdient). 

E. 

InhaltsS,nderungen eines Dreiecks, welches durch eine Seite 

und die anliegenden Winkel gegeben wurde. 

I. 
Das Dreieck ABC sei durch die Seite AC=h und durch 
die ihr anliegenden Winkel {BAC= a, ACB = y) bestimmt. 
Man verlangt zunachst die Werthe derjenigen unendlich kleinen 
Flacheninhaltsveranderungen 

d,F, baF, dyF, dF, 

welche eintreten, 

wenn nur b sich andert, um db, 
Oder „ a „ „ „ da, 

oder &, a und y sich gleichzeitig verandern (um db, da und dy). 
Es sollen jene Werthe zunachst ausgedriickt werden durch &, a, 
y, db, da und dy\ schliesslich aber auch unter Benutzung der 
Seitenlangen a und c, die bekanntlich durch 6, a und y be- 
stimmt sind. 

Losung. Da 

2 sm {a-\-y) 
oder, was auf Dasselbe hinauskommt, 

49) F = - J2 

2 (cot a -j- cot y) 
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30) 
51) 



Sin (« + )') 

2 Vain (a + y)/ 
. —, 1 / sin a \'i„ T 

2 gin a sin ;- sin (a + y) <i6 + (sin* a dy -\- sin* y d«) fi 
2 ain» (a + y) 

li.T. Ill anderer Form i 
M) dftF. 



cot 0! + cot y ' 

, T7 1 / CSCO! N',, , 

S<,2^=. — ( — r i^rfa, 

2 \cot a + cot y/ 

dyF= — ( ~-^ y (.= *iv, 

^ 2 Vrot a 4- cot >-/ '' 

2 (cot a -\- cot y) db + (csc*a dc + csc'y tiy) /j 

2 (cot a + cot ;-)* 

Mit Benutzunt- dcr SeitenlSngen a und C, welehe die Wi'i't 



55) 
56) 
57) ,iF. 






58 b) 
hiiiM'n. -Ii 



.in (a + r) 
I atatt der voratchendcn Gleichungen Hchreihi'u : 
59) di,F=asmydb, 

fiO) daF=lc''da, 

(51) d).J'=^a»dy, 

62) dF=a9inydb-i- ^ (a' dy + c' da). 

Durch Nr. 48 — 62 aind auch die relativen Flacheninhalts- 
andernntien bestimmt; z. B. hat man, gemass Nr. 50 and 48, 

B3) -r-=2 V . 



j 
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Die Gleichnngen Nr. 50 — 62 entsprechen den fiir die Recliteiks- 
flflcho F geltendeD Gleic-hungen Nr. 2—4 des § 2. Es kann nl^.j 
die Ausnutzung der Ersteren im Wcsentliclien mieder so erfol^'cii. 
wie die der Letzteren im § 2 erfolgt ist. Dazu mSge die A ii - 
r e g n n g hierdureh gegeben sein ! 

Als BeispicI diene: Ans Nr. 50 und 59 folgt, dass fiir 
eine e n d 1 i <■ h kleine Anderang Jh der Seitenlange h, die zu- 
gehorige Flacheninhaltsver&nderung i^t^f niindestens n&herung.f- 
weise den Werth 

aina s 



64) 



^*F^- 



-hJh = 



nyJh 



sin (a + y) 

haben muss. Man veranschauHche diese NaherungafoMuH , 
wie anch die ihr anhaftende VernachlSssigung Fi, fiir deii 
Fall, dass das Dreieck j4BC spitzwinklig und Jh posit iy ist. 




c c. 



L a s a n g. In der Fig. 9 sei 

C'Ci = BBi = Jh. 

Dann ist, streng richtig : 

JtF=BB^C,C; 

JiF = BB, C, C = BC- CCi =a.Jbsi 
was der Gleichung Nr. 64 entsprieht. 
Ferner hat man ; 



r 
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(Jby 



'-m- 



als die der Gleichung Nr. 64 anhaftende Vernachl&ssigung. (Bei- 
spielsweise -jTrTTSinr ^^^ Flacheniiihaltes , wenn die Seitenlangen- 
amterung jinrT ^c' Lange betriigt.) 

F- 

SchluB^ibemerkungen zu § 3. 

1st, das Dreieck durch eine Seite, einen anliegenden und den 
der tjeite gegenuberiiegenden Winkel bestimmt, so bleibt , aua 
splbstverstilndlichen Grunden, AUes im WesentUchen so, wie untei' 
E. ("Seite 22—25.) 

II. 
Anders aber wird die Sache, wenn zwei Seiten und der der 
grosseren gegenuberliegende Winkel gegeben sind ; etwa b, C und 
;', wobei C ^ 6. 

Man zeige auch ftir d i e a e n Fall, wie die unendlich kleinen 
F 1 iicheu inhal tsveran derungen, namlich 

b,F, dj'\ dyF, dF, 
erlialten werden kSnnen. 

Liisungs-Andeutung. Es ist dann 
F=.^bcama, 
sin a :^ sin (/? -|- /) =^ ain (! cos y ~\- cos /? sin y, 
sin/S=^- -sin)', cos^^yl — sin'/3, 
also 

66) F=l b sin y {b cos y + Vc^^^ b" sin^~y). *) 

Hieiuus folgen durrh partielle Differentiation die Werthe von 
d*i*', dcF und dyF; durch Addition derselben ergiebt sich der 
WMfh von dF. 



*) Diese Gleichung kann auch der Anschauung entnommen 
warden, indem man von 

F=iab8my 
aiiagpht, ilabei a aus der Summe dor Projectionen von b und c 
setzenil. 



26 Differenzen und Differentiale. Einfache und mehrfache Dififerentiatioiu 



§ 4. Peliler beim „Vorwart8ab8clmeideii". 

A. 

Die unendlich kleinen Anderungen der Entfernungen und 

Coordinaten. 

Einen Punkt B (siehe die Fig. 10) durch „Vorwarts- 
abschneiden" bestimmen, heisst bekanntlich : seine Lage gegen 

Fig. 10. 




eine Standlinie AC, von der gegebenen Lange 6, dadurch er- 
mitteln, dass die Winkel a und y gemessen werden. 

Man berechne (ausgedriickt durch a, y, 6 und deren Diffe- 
rentiale) fiir einen derartig bestimmten Punkt B diejenigen un- 
endlich kleinen Ver anderungen 

da a, baX, hay, 
dyU, dyX, dyy, 
dbtt, bbX, d(,y, 
da,*) dx, dy, 
welche die Entfernung BC= a, die Abscisse AB* = x 
und die Ordinate B'B = y erleidet, 

wenn nur a sich andert, um da, 
Oder „ r „ y, » dy, 

oder a, y und b sich gleichzeitig andern (um da, dy und db). 
L s u n g. Es ist der Abstand 
. sin a 



a = 



6. 



2) 



sin (a + y) 

Mithin erhalt man durch partielle Differentiation : 

b siny 



daa = — 



sin2 (a + y) 



da = b sin y csc^ (a -\- y) da. 



*) Das ist das total e Differential von a. 
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6siiiacos(g + y) 




i).^a = 



4} 



sin* (a -\- y) 
b sine cot (a + y) esc (a -\- y) d'/. 



idy 
csc{< 



~ sin {o 4- y) 

Ttnd , durch Addition von Nr. 2, 3 und 4, oder aueh (iurcli 
totals Differentiation von Nr. 1 ; 
5) da = 

( sin -/da — sin a cos (a 4- y) dy) b-j-sina ain (a + y) dl ^ 
sin' {a + y) 
was auch in anderen Formen gegeben werden kann. 

Hierbei hat fiir Nr. 2 — 5 (und auch in alien folgenilri] 
Gleichimgen) hinaichtlich der Differentiale db, da, . . . . 
(wie auch bezflglich der apater einzufuhrenden Differe nzeii 
i/6, iJcc, . . . .) die am Fosse der Seite 14 stehende An- 
merkung Giltigkeit, was sehr der Beruckaichtigung bedarf. 
Fevner hat man fiir die A b s c i a s e ; 

tany 



Uaher 

7) 



ain (« + r) 

6 ain y cosy 
sin» (a + y) 
bsinacosa 



dr = 



- tany 
burner 



,m (O 4- r) 



h (siji 2ady — sm2y da 



ny»m(c-|-y)<it 



Kniilidi gilt 1 

11) 
Folglifih ist 

12) 



2 sin" {a + /) 
■ die Ordinate; 
.,_j™«^,^,_ 1 _ i 

i:ot a -f- <;ot y 



.in(a + y) 

" Vsin (a + y)/ 



*) Far don anderen Abstand, namlich fur AB = 
WeHentlichen dieselben Formeln, wie Nr. 1—5. 
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13) 



14) 



16) dy = 



. sinOJsiny ,, 

^ sin (a -j- y) 
h (sin^y da -f- sin^a dy) -\- sin a sin y sin (a -\- y) db 



sin^ (a -f- y) 



B. 



Die relativen Werthe der unendlich kleinen Anderungen. 

Den unter A vorstehenden Gleichungen sind auch die re- 
lativen Betrage der unendlich kleinen Veranderungen der Ab- 
stande und Coordinaten leicht entnehmbar. Man berechne die 
relativen Werthe 

daa dyCi bbd da dx dy 
a 



a a a a X y 

welche fiir die Geodasie besonders in Betracht kommen. 
L 6 s u n g. Es ist 

bad siny 



16) 

17) 

18) 

19) 

20) 

21) 
also 

22) 



a sin a sin (a -\- y) 

-^- = — cot (a + y) dy, 
a 

dbU dh 



da = (cot a — cot [a + y]) da, 



a b ' 

= -J- -h cot a da — cot (a -|- y) d (a -f- y) , 

dx db , , , , , V ,/ , V 
= -j tan a aa -|- cot y ay — cot (a -j- y) a (a -f- y), 

X 

■J J T 

— ^ = -Y^^oiada-\-coiydy — cot {(i'\-y)d{a-\-y), 

dy dx . , , , d2a 

—^ = (tan a + cota) da = 

y X ' sin 2 a 

(Die Gleichungen Nr. 19 — 21 folgen sehr schnell aus Nr. 1, 

6 und 11 , wenn man die drei letztgenannten vor dem Differen- 

ziren logarithmirt. *) 



*) Diese Art der Ableitung von Differ en tialformeln ist oft em- 
pfehlenswerth. Besonders, wenn es sich um relative Werthe handelt. 

du 
u 



(^Weil dlu 
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Anmerkungen zu A und B: 
I. A.U eine der Gleichung Nr. 22 entaprechende Beziohung drgiclil. 
sith leicht: 

23} ■^ cot odd — cot J- d J-. 

II. tlbor die Bezieliungen . welche die uiiter A und B voratehcnJi'ii 
Gleiohungen zu den beim .Vorwartsabachnoiden'' auftretendeu 
,mittlerenFeh!ern* (vergl. S. 11, X.) haben, sehe man: Jordan. 
Handbuch der Yermessungskunde, 3. Auflage, Band 1, 8, 803; 
ferner: Vogler, praktische Geomotrie, Theil I, S. 456 u, 4ii7. 



Ffililcrformeln und geometrische Darstellungon derapn...,!, 
I. 

Werden die unter A und B vorstehendon Differential- 
forme In auf endlich lileine Anderangen {^a, Jy, Jh) ii.n- 
gewendpt , so liefern aie Anderungsformeln , z. B. F e h 1 e r - 
f o r ni e I n , die mindestens naherungsweise richtig und 
iiipist sflir brauchbar sind, Bei ihrer Benutzung ffir Zahli'ii- 
wortlie ist die am Fusse der Seite 14 stehende Anmer- 
kung 7M beachten ; besonders, dass die FehlerbetrSge "^ct. Jy 
und -Jb in der Regel mit Doppelvorzeichen (i) zu vi'V- 
sehon Hind. 

Man nenne zvinSchst diejenigen Gleichungen, welche zufuljii- 
des untcr A Vorausgegangenen fiir die endlich kleinen Andi- 

z/a«, _/j,«, J^a 

Giltigkeit haben; auch gebe man fiir jede derselben eine gi'i>- 
DieiriacheDeutung, hierbei vorauasetzend, dass das IJn'ii'ck 
ABC iingleichseitig-spiizwinklig und die Veriiiidi- 




23) 
24) 
25) 



Jtt, Jy, ztb 



Die Nm. 2, 3 und 4 liefern : 



-r) ' 

■ c<" (■■ + 7) 



»(«+?) 
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Veranschaulichung der Gleichung Nr. 23 giebt 
(unter den vorher genannten Voraussetzungen) die Fig. 11. In 

ihr ist der (sehr k 1 e i n 
zu denkende) Winkel 

folglich, da b und y un- 
geandert geblieben sind, 

Jaa = BB2. 

Macht man nun die 
(naherungsweise rich- 
tige) Annahme , dass 
der (sehr kurze) aus 
A geschlagene Kreis- 
bogen BBi als eine zu 
AB senkrechte G e r a d e 
aufgefasst werden diirfe, 
so ist 




.^BiBB2=90 — (i, 



daher 



BB2 = BBi . sec (90 — p) = 



BB^ 

sin/? 



Ferner ist, als Kreisbogen aus A : 



BBx = c J a = — — 1- J a 



mithin 

26) 



^^ &siny 
BB2 = ~T-A ^« 



sin/? 



J) siny 



sm 



sin^ (a -|- y) 



r ^a 



was mit Nr. 23 iibereinstimmt. 

Geometrische Deutung der Gleichung Nr. 24 
bietet die Fig. 12 (Seite 31). Wird in ihr 

BCB,=Jy 

vorausgesetzt, so ist 

Bl J?2 = /^yd, 

wenn BBi ein Kreisbogen aus C» 

Wird nun die (naherungsweise zulassige) Annahme gemacht, 
dass dieser Kreisbogen mit einer G e r a d e n , welche senkrecht 
zu CB steht, vertauscht werden diirfe, so hat man : 
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BiB^=BBf tan B, BB^ = a ^j- ■ tan (90 — j?) , 
& sin a 

-^^^ 



= o -^/y cot ^ == -— - J;' ^7-^- . 



also Nr. 24. 




Ziir Veranachaulichung der Gleichung Kr. 25 
kaim liii! Fig. 13 lienutzt werdeii. In dieser iat 




CC,=BB^=Jh, S,B,= 

Ff rnsr, wegen der Ahnlichkeit der Dreiccke 



fQ 



BBiBi mid ABC: 
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niithin 

28) 






a 



sin a 
sin/? 



sin a 



:-Jb. 



sin (a -\- y) 

Das stimmt mit Nr. 25 tiberein. Auch lasst es erkennen, 
dass die letztgenannte Gleichung g e n a u gilt , nicht nur nahe- 
rungsweise. 

V 

II. 

Man entnehme ferner den unter A gewonnenen Differential - 
formeln diejenigen Gleichungen, welche fiir die e n d 1 i c h kleinen 
Anderungen 

JaX, JyX, Jay, JyV 

Giltigkeit haben ; auch gebe man wieder (wie bei I) beziiglich jeder 
derselben eine Veranschaulichung fiir den Fall , dass die 
Yeranderungen J a und Jy positiv sind und das Dreieck ABC 
Rpitzwinklig-ungleichseitig ist. 

Losung. Die Nrn. 7, 8, 12 und 13 geben sofort : 



29) 



30) 



31) 



& siny cosy . 

sm2 (aA^y) 

. b sina cos a . 

J X = — -, — ', — 7-^y , 

^ sina (a + /) ^ 

. J siny V / 

\sin (a -4- y) / 



32) 



J. 



(«+y) 

Jede dieser vier Gleichungen kann zu (naherungsweisen) 
Anderungsbereohnungen oder Fehlergrenzen-Er- 
mittelungen benutzt werden. 

Veranschaulichung vonNr. 29 und 31 vermag man 
(unter den bezeichneten Voraussetzungen) der Fig. 11 zu ent- 
nehmen. Es ist namlich hier : 

AS = X, AB\ =:zx-\- JaX, 
B'B\ = JaOc = — BB2 cosy, 

was mittelst der Gleichung Nr. 26 (die der genannten Figur 
entnommen wurde) auf Nr. 29 fiihrt. 
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Fci'ner iat 

B'B = p, B\B, = ff + J,y, 

Jay = BBi sin>'. 
Das aber giebt mit Nr. 26 die Gleichung Nr. 31. 

Geometrische Darstellung der Nrn. 30 und ;!■_> 
hictefc die Fig. 12, in welcher offenbar 

JyX^ BBi cosa 
und 

Jyy = BBiSaia 
ist. Dabei aber, entsprechend der Gleichung Nr. 26 ; 
■nil * 6 sin a , 

wiia Nr. 30 und 32 liefert. 

Anmerkungzu C, lundll. Denkt man sich in den FJgn. 11—1:: 
ilii" Anderungen Jh, Ja und Jy unendlich klein (dem Betraiji' 
Null asyraptfltiscli sich nahernd), so gieht daa eine Veranschau- 
lichung der Differentialtormeln Nr. 2—4. 7, 8, 12 und 13, 
auswelchendieGleichungen Nr. 23— 25 und 29 — 32 entnommen aiml. 

D. 

Anregungen und Anmerkungen, das „'Vorwartaabschneidpii- 
betreffend. 
I. 
Man zeige mittelst der onter B vorstehenden Different! til- 
forme In, dasa n&herungsweise die Anderungagleichuu;.' 
Ja ^ Jb j^ Jo. J^ 

' ^ a 6 tan a ixa^ 

Giltigkeit hat (wobeii?=^n — O — y, also z/jS ;= ^ z/o — J)-). 
Auch berechne man mittelst dieaer Gleichung Nr. 33, nwisfhpri 

Ja 

welchen Grenzen der relative Fehler liecen muas, wenn die 

a ° 

Grundlinie 6 mit einer Unsicherheit von i ^thtt ihret Lange i^r.- 

raessen ist, die Winkel C und y beide auf ± 30" genau bestimmt 

sind, a!=61»12', /?=62*»8' gefunden wurde. (Siehe die inn 

FuRse der Seite 14 stehende Anuierkung.) 

II. 

Diiich geeignete Verbindung der Fign. 11 und 12 (aNn 

(Udurcli , dass bei unverandertem h zunachst a um Ja, danii ;' 



„ ._,, *.•;. 'V, • 



'•JW'" 
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um Jy vergrossert wird) veranschauliche man (unter den 
dort gemachten Voraussetzungen) die naherungsweise bestehende 
Giltigkeit der Gleichung 

34) Ja,yO> = ^a(l + ^yd, 

welche aus der Differentialformel 

35) ha^ya = ba(i-\-i^Y(i 
entnehmbar ist. 

Ferner stelle man durch geschickte Vereinigung der Fign. 11 -13 
geometrisch dar, dass auch die aus der Differentialformel 

36) da = dba -{- daa + dya 
entnehmbare Anderungsgleichung 

37) Ja = Jbtt-^ ^aCt-i- ^yCl 

als Naherungsformel gilt. Man zeichne und untersuche also eine 
Figur, in welcher sich das Dreieck ABC so verandert, dass zu- 
nachst 6 um ^Jb, dann a um ^a, schliesslich y um /Jy wachst. 

III. 

Die Vernachlassigungen, welche den unter C abge- 
leiteten Naherungsformeln anhaften, sind leicht ermittelbar. (Vergl. 
§ 2 und 3.) 

Man bestimme, rechnend oder construirend, wenigstens eine 
derselben ; etwa 

namlich den Unterschied zwischen dem g e n a u e n Betrage des 
z/^a und seinem durch die Gleichung Nr. 23 dargebotenen 
Naher ungs we r th e. 

IV. 

Beziiglich der Art der Fehler Jb , da und Jy konnen 
verschiedene Falle in Betracht kommen. (Vergl. § 2, D, II — VI.) 

Man untersuche (mittelst der vorausgegangonen Gleichungen) 
den fiir die Geodasie nicht unwichtigen Fall, dass ^db der 
Quadratwurzel von b proportional ist, also 

38) Jb = m\/b, 

ferner z/a und z/y constant und g 1 e i c h sind, etwa 

39) Ja = Jy = n, 

V. 

In welcher Weise manche der im § 4 gewonnenen Ergebnisse 
in der Geodasie fiir das Vorwartsabschneiden sich ver- 



r 
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wcrtheu lassen (auch irrthfimlich benutzt worden sind), d-.a- 
iitier aeb: man N&heies durch nacbstebende Literatar. ilii' 
sich z. Th. auf „mittlere Fehler" (§ 2, D, X.) und aiif 
„F ehlercuFTen" bezieht ; aacb theilweiae die giinatigstcu 
Bcdingangea fiir das Vorwartsabschneiden untersncht: 

Bauernfeind, Vermessnngskunde ; 3. Aufl. ; S. 509 u. o I O 

Fischer, h6here Geodftsie; Abth. II, 1846; S. 5 u. (1. 

Hammer, Lehrbuch der Trigonometrie , 1885; S. 1:2)), 
2. Halfte. 

Hart ner-Waatler, HaDdbuch der uiedeien GeodU'iic ; 
7, Aufl. ; S. 343 u. 344. 

Jn.hrbuch derFortschritte derMathematik. 
S. 1109 dee Jahrganges 1885. (Kritik von Petzold.) 

J urdan, Vennessangskunde ; 3. Aufl,, Band 1; § 101 u. 102- 

V o g 1 e r , Lehrbucb der praktischen Geometrie, Theii I, § 153. 

§ &. TJnsicherlieiteii beim „Seitwajt;s&b8otLneiideii". 

A. 

DiffflrentiaHormeln fOr das ^SeitTr^rtaabschneiden'. 

Der Puukt B (Fig. 10 auf Seite 26) ist durch „Seitw&rtM- 

ab achneiden" beatimmt, wenn zu seiner Festlegung die L&ngL- b 

der Standlinie AC, ein ihr anliegender Winkel a und der gegon- 

iiberlip|iende Winkel fi gemessen warden. 

Es sollen zunftchst* (auagedruckt durcb die Grossen h, a 
und jJ , sowie durch deren Differentiale) , die unendlich klaiiien 
Veranderangen 



*,». *,«. 


»,»■ 


"•j" ' 


da. 


»,= , K'- 


V. 


■>.!»«. 


de. 


0,^. I:.^, 


"f':. 


>..,'■ 


dx. 


\3, ».»■ 


V. 


Ki<y- 


d,. 


wie «ntb die VerUltai.se 








J,o d^a 


i^a 


d^^a 


da 
a 


u. s. w. bcrechnet werden. 








») Vergl. Seite 26. 
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Losang. Da 



ist, so ergiebt sich durch partielle Differentiation : 

sin a 



2) 


^"-TlnT"'' M 


3) 


ll.a=^-''°'°da ^1 


4) 


6sin(.co.|S 


^ ■ 4g "Pi 


und durch 


Addition, oder auch dureh unmittelbare Benutzung 


von Nt. 1 




5) 


&(cosa sinf?d« — aina cos(?d/J) 
<■'/*"" sinV 


fi) da^ 


6(cosa sin/? da — sina coa;!d/?) -f sine sinfidb 


siaV 


Diesen Werthen (wie such manchen dei nucMolgenden) kami 1 


man leicht andere Formen ertheilen, was aber nnterbleibrn mSgiv 1 


Ferner ergiebt sich aus | 


7) 


c="°^"~t^ t = (sing cota+ cosa) b , 

8m// J 


sogleich ; 


J 


8) 


'-^>^-. 1 


9) 


,_.,^«,^, 1 


10) 


aj= = --;^-rf?, " 


11) 


6(co8(a + /i)sin,?da — sinad/?} 


12) 


<Jc = 


6 {cos 


a + (!) sin^da _ sina<i()| + sin (a + fl sin/(ii4 




sinV J 


Endlicb folgt ans den Werthen ^| 


13) 


sin(a + ffj coscc , ^H 
a; = c cosa = - > T-,, t ^H 

sm/i ^m 
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flina sin (a -J- tf) , 
14) y = C3ina= .\ ■ '^ b 

sinp 

diirch partielle Differentiation : 

A. ■!.(«■ + « CI. ,, 



16) 



2o + « 



bsinacosa bsin2a 



19) j.,=l^ii^^,i„, 

20) j,, = _s(^2ii£.y<j|S. 

Dnmit aber hat man aiich die Werthe von 

und ztvar durch Addition (wenn man nicht vorzieht , sie ana 
Nr. 13, beziiglich 14, durch unmittelbare Differentiation abzu- 
leiten). 

Ferner kann man aus den voratehenden Gleichungen die ver- 
langten relativen Werthe ableiten ; namlich : 
ha db 



:11 



da 
: — = coto!da , 
tana 

= __^=,eot/Jd/^. 
tan/? '^ '^ 

= cotada — cotSdd , 



Dieselben konnen aber auch dadurch gewonnen werden, dnss 
man die Gleichungen Nr. 1, 7, 13 und 14 znnachat logarith- 
mirt and dann differenzirt.*) 



•) Vergl. die am FuBse der Seite 28 stehende Anmerkung. 
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Fiir manche der Gleicliangen Nr. 21, 32, .... empflehlt es 
sich, sie in Worte za fassen, veil sie sehr ein&che SMze aus- 
druckefl. 



Einige Anwendungen der Differentiatformeln. 
I. 
Den unter A vorstehenden Gleichungen , welche fiir u n - 
endlich kleine Anderungen gelten, lassen sich fiir endlich 
kleine Verandenmgen (z. B. kleine, unvermeidbare Mesaungs- 
feliler) Werthe entnehnien, die im Allgemeinen nnr nJiherungs- 
w c i a e richtig, aber in vielen Ffillen sehr brauchbar aind. 
Kb soUen beispielaweise die fiir 

in diesem Sinne geltenden Ausdrucke genannt werden. 

Loaung. Die Gleichungen Nr. 2, 3, 21, 22, 24 und 25 
geben sogleieh die Fornieln 



2(i) 




J,a = 


sin/9 


T-"- 


27) 




l.a = 


hcosa 
sin J 


Ja = 


a cot a ■ -Ja, 


28) 




'..>" = 


a (cot a 


Ja- 


- cotfiJfi), 


29) 




Ja 

a ~ 


#+ 


Ja 

ana 

II. 


I? 

tan/?' 


Man 


geh. 


bezuglich Jede 


r der 


Gleichungen 



; und 27 

iMiii' ge ome t rische Daratellnng fnr den Fall, dass das 
iJri'iL'ck ABC ein un gleichsei tig- spit zwinkliges ist und die An^e- 
lungen Jb und -la positiv sind. 

Anch ermittele man die Werthe der dea Formeln Nr. 26 und 27 
iinhttftenden Vernachlassigungen Vj^^a, beztiglich V^^a- 

L 6 s u n g. Veranschaulichang der Gleichnng Nr. 26 bietet, 
unti'i' den genannten Voraussetzungen, die Fig. 13 der Seite 31. 
(Sii'lie die auf Seite 31 zu jener Fig. 13 gegebenen Erklarungen.) 

Geometrische Darstellung von Nr. 27 hat man (unter den- 
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selben Voraassetzungen) darch die Fig. 14. In dieser ist ABO 
das nrRpriinxlJche (richtige) Dreieck und 
BAB, = Ja ; 
mitliin AB,C das veranderte (falsche) Dreieck. 




Feriier, wenn BBt ein Kreisbogen ans C: 
B,B>=Jaa. 
Mhh hat aber : 

30) Bogen BBt = aJa, 

weil der Winkel BCBi ^ .Ja aein muss, da jS beim VerseliicbHii 
von B nach Bi ungeandert geblieben ist. 

Ferner, ntlhe rungs weise and zwar deato genaaer je kleiner /a : 

31) BiBy = BBt tan S3BB, , 

namlich dann, wenn man das theilweiae krummlinige Dreieck BJ!, II2 
fiir ein geradliniges und bei B^ rechtwinkliges gelten lassf. 

Endlich, weil die Winkel BB^C und BAC als Peripberi.- 
winket iiber deraselben Bogen g I e i c h sind : 

^BBiB^ = a, ^B^BB, = ^- a, 

also, gemiiss Nr. 30 und 31, 



I 



■ 

L 
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32) BiBx=aJacoia, 
was mit Nr. 27 iibereinstimmt. 

Die Gleichung Nr. 26 ist g e n a u richtig ; also 

33) F^,« = 0. 

Es folgt dies schon aus der Anschauung, namlich aus 
der Fig. 13, ist aber auch sofort rechnerisch klar. 

Fiir den streng richtigen Werth von z/^a hat man, laut 
Nr. 1, zunachst : 

sin (a 4- /to) - sin a - 

^aa = . ' h r-3 ^ ; 

sm p sm p 

mithin 

34) z/att = . ^ (sin a cos J a -\- cos a sin /la — sin a). 

sm/j 

Es ist also, gemass Nr. 34 und Nr. 27, 

35) Vj a = — — 3 {sina(cosz/a — 1) -f- cosa(sinz/a — Ja)} 

" sm p 

die dem Naherungswerthe Nr. 27 anhaftende Vernachlassigung. 
Sie darf gleich Null gesetzt werden, wenn /fa so klein ist, dass 
man mit hinreichender Genauigkeit 

36) cos Ja = l 
und, was bekanntlich weit langer angeht, 

37) sin J a = J a 
nehmen kann. (Siehe hieriiber das Capitel V.) 

C. 

Anregungen und Anmerkungen beziiglich des „Seitwarts- 

abschneidens'*. 
I. 

Die Angabe weiterer Anderungsformeln, von der Art 
der Gleichungen Nr. 26 — 29, moge hierdurch empfohlen sein. 
Desgleichen deren geometrische Darstellung im Sinne 
der Fign. 11 — 14. Auch die Ermittelung der zugehorigen. „Ver- 
nachlassigungen". Endlich die Beifiigung von Z a h 1 e n - 
beispielen. 

Der in der Geodasie meist vorliegende Fall , dass die 
Standlinienlange h fiir fehlerfrei gel ten darf und die 
Winkelunsicherheiten {/fa, z//?) als gleich angenommen werden 
diirfen, verdient hierbei besondere Beachtung. Es gelten fiir ihn 
wesentlich einfachere Formeln als fiir den allgemeinen Fall. 
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Bei Zah 1 e nr echunng en ist die am Fusse der Seite 14 
stehende ^Anmerkung" gut zu beachten. 

II- 
N a h p I' e s Uber die Beziehungen, welche der § 5 zur Geod&sie 
hilt, lasst aich der nachatehenden Literatur eiitiiehmen : 

Bauernfeind, Veiiiiessiingskiuide ; 7. Aaflage ; Bd.II, §55. 
Hartner-Wastler, Handbuch der niederen Geodflsie ; 

7. Auflage; Nr. 303. (Oder Nr. 335 der 5. Auflage.) 
Jordan, Vermessungskunde ; 3. Auflage; Bd. I, § 104 u. 

lur.. (Auch S. 13 u. 14.) 
Vogler, praktische Geometrie ; Theil I, S. 457. 
Zeitschvift fiir Vermesaungawesen, Jahrg. 1892, 

S. .^9 n. 60. (Krittk von Reinhertz,) 
F,s Bind hier nicht nar die G r e n z e n behandelt , zwischen 
welt'lien dip Fehler der durch Recbnung abgeleiteten Groasen liegen 
mttasen, somlern auch die „mittleren" Pehler (vergl. § 2, D, X.); 
femer die glinstigsten Verhaltnisae fiir das Seitw&rts- 
abaehiieiden und die beziiglich desselben vorliegenden Genauig- 
k e i t 9 c u r V e n. 

§ 6. Die iJ'olarinethode" der Geodasie. 

A. 
Difterentialformoln. 
Uni den , irgend eines Hirfdernisaes wegen nicht direct 



iiiessbaren, Abatand 




zweier Punkte B und C (Fig. 15) zu beatimmeu, aind von einem 
Punkte (Pole) A aus die Entfernnngon AH = c and AG^h, 
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wie auch der Winkel CAB = a, gemessen worden. Es liaben 
dieae Messungen die kleinen, unvermeidbar gewesenen Fehler i /(;, 
±^J, ±z/a. Zar Ennittelung dea Einflusses deraelben solleii 
Ennftchst die nnendlich kleinen Verftnderungen 

hbU, d^a, dad, da 
berechnet werden (welche im Sinne von § 4, A, gemeint siiid); 
and zwar zuerst aasgedriickt durch b, c, a, db, de und da, dnun 
aber mit Zuhilfenahme der Winkel ^ und '/. 
L o a u n g. Man hat ; 

1) a' = b' ■-{- c' — 2 be cos a, 
alao 

2) a = yW-i^c^—Ybc^Ta . 

Durch p a 1 1 i e 1 1 e Differentiation einer dieser Gleichungen 
ergiebt sich : 

3) d,a= '^ ^ db. 



5) 



d„a = 



ftcaina , 
: da. 



wobei a durch Nr. 2 beatimmt "iat. 

Hiecaua folgt durch Addition: 

, (6 — c COB a) dh-\-{e — b cos a) de -j- be sin a du 

a 

Za denselben Ergebniasen kommt man, aelbatverstandlicii^ 
auch dann, wenn zunachst Nr. 1 oder Nr. 2 total differenzirt unil 
nachher in der fttr da gewonnenen Gleichung je zwei der Grossen 
b, c und a ala unveranderlich angesehen werden, 

Mit Benutzung der Winkel /? and •/ lasaen sich den GleichiuiL,'en 
Nr. 3 — 6 die sehr einfachen Formen 

7) i)t, a = cosy db, 

8) b^a^ca^ftdc, 

9) baa=-b^iayda, 

10) da:=iiiisy db-\~ cos/Jdc -\-bmnyda 

ertheilen. 
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Fahlprtorweln. Verachwinden von PehlereinflOssen. 
Geometrische Darstellungen, 

Ana den Gleichnngen Nr. 3 — 10 folgt , dass fiir endli 
kleine Ander«ni;en (Fehler, Unsicherheiten) die nachsiehenden v 
Foi-mdn mindestens nSh e runga w e i se gelten : 

11) Jt,a = - 

\2) l,a = - 



13) 

14) Ja = cQBy Jh-^co9,§Jc-\~KJa. 

Man ermittele anf Grand dieser Gleiehungen, unter wflrben 
Umstanden die Fehler JbH, ■^di nnd Jad zu Null werden, ohiio. 
dass die Fehler Jb, Jc and Ja gleich Null sind. 

Aut-h gebe man je eine geometrische Darstellung 
diT Fomdn Nr. 11 — 13 fiir den Fall, dasR das Dreieck ABC 
(Fig. 15) unglwchseitig-spitzwinklig ist und die drei Anderungen 
_/&, _/c, Ja positiv sind. 

I. Osung. Es wird, nach Nr. II, der Fehler 

15) ^60 1=0, 



17) 



18) ?^ ^- 

£udlich ist, gemass Nr. 13, der Fehler .7„a bei constant^m 
la dem ha proportional, wird also desto kleiner , je mehr -iih 
die Liinge der von A auf a herabgelassenen Dreiecltshdhe Ao (wi''lii' 
die Fig. 16) dflr Null nahert. 



I 

\ 



%\ 
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GeometrischeDaFateHnngderGleichiingNr. 11 
giebt (unter den genannten Vorauasetzungen) die Fig. 16. In ihr 
ist GCi = Jh ; ferner Cd ein Kreisbogen aua H ; also 




C C, 

Da nun der Wirkel CC\C% wegen der .Kleinheit von Ci\ 
naheau gleich y ist, ferner GGiCi als ein bei C% reclitwinkligos 
Dreieck genommen werden darf {aus demselben Grande), so hat man : 

f^C, = CC,cos)', 
niithin die Gleichung Nr. 11 ; und zwar desto genauer, je kleiner 
,Jh. — Auch lasst die Fig. 16 sofort die Zusammengehorigkoit 
der Gleichungen Nr. 15 und 16 erkennen. 




Die Veranschanlichang von Nr. 12 kann ganz 
gegeben werden, wie die von Nr. 11. 
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Femer bietet die Fig. 17 geometrische Darstellunij: 
der GleichuDg N r. 13. Es ist hier namlich BABj=Ja: 
femer SBj ein Kreisbogen aus A ; endlich BB3 ein Bolclnr 
auB G\ mithin 

BiB, = ./aa. 

Da nun BBiB-, nahernngaweise als ein zu BCC ahnliclirs 
Dreieck aufgefasst werden darf (desto genauer, je kleiner ^/a) . -u 
hat man : 

B,B ~CB ' 

das ist 

Jga bsiaa 

cJa a ' 

was mit Nr. I'd iibereinstimmt. (Auch aus der nSrherungsweii^eii 
Ahnlichkeit dm FigaTrnthoile B B, B3 unA BAA' l&sst sieh di^-si- 
Obereinstimmuiig pntnehmen.) 

C. 

die geodiitische „Folar 
ngend. 

Das Eotwerfen einer Figur, welche VeranachauUchung 
der Naherangaf ormel Nr. 14 darbietet, kann so erfolgen, 
wie das der Fign. 16 und 17 erfolgt ist, Es moge liierdurch an- 
geregt sein. 

Femer sei empfohlen, die Ve t na eh ISs s i g u ngen zu bn- 
reclmen , weiche den N^herongswertheu Nr, 11 — 14 anhafti'n. 
(Man selie hieruber die §§ 2, 3 und 4.) 

Endlich werda die Durchfuh rung von Z ahl e nbe i spi e 1 ■■ n 
mittelst der Gleichungen Nr. 11—14 und unter Berticksichtigmi^j 
dpF auf Seite 14 stehenden Bemerkung angerathen. 

Fur tiefer gebende Untersuchungen ist — besonders sc- 
weit es die Geoiiasie betrifft — zu beachten : 

BaaerufeLnd,Vermessung8kmide;7.Auflage;Bd.II,S.lSli. 
H a T t n e r - Wa s 1 1 e r , Handbuch der GeodSsie ; 7. Auflagc ; 

S. 345. 
Jahrbur-h der Fortschritte der Mathematik; 

Jahrg. 1886, S. 1109. (Kritik von Petzold.) 
Zeits chrift far Vermes sung 8 wesen, Jahrg. 199-2, 
S. 59 u. 60. (Kritik von Reinhertz.) 




A 
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I 7. Winkelbestimiiiaiigeii darcli 1 



Diffei 



ntialfo] 
I. 



ein. 



Zuweilen wird ( 
blosse Me 3 sung von 
Wichtigkeit , zu i 



I nothig, die Grtiase von Winkeln diirrii 
L a n g e n herzaleiteii. Ea ist danii von 
in, welche Unsicherheiten den berech- 
neten Winkeln anhaften, wenn die gemessenen Langen nicht volN 
kommen fehlerfrei waren 

In diesem Sinne moge zunachst folgende Aufgabe gelost wer- 
den: Uni den Winkel a nelthen awei Richtnngen AM und 4jV 




bilden (siehe die Fig. 18), ku bestimmen, hat man die Strecki>A 
AJi = e, BC = a, CA = b 

gemeaaen. Ea aind — auagedriickt dureh a, b , C und deii'i 
DifFerentiale da, db, dc — die unendlich kleinen Winkelanderungei 

d^a, bta , d^a, da 
zu berechnen. 

L 6 sang. Die aus der Trigonometrie bekannte Beziehnng 

liefert durch partielle Differentiation : 
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2) d,a = -,— ^^ da, 

' ocaina 

' 2o*csino! 

, fc* — o- — c^ , 

2bc^ am a 
wobei sill a (lurch die Gleichung 



B) „,a = — 

beatininit iat. 

Mit Nr. 2, 3 und 4 (wie auch dnrch totals Differentiation 
von Nr. 1) ergiebt sich : 

_ 2a&cdo + c(tf' — o'-6^)d6 + 6(t' — g' — e') dc 
' ' ~ 2b*c^sina 

oder, anders geordDet, 

7) da = 

(b^ -!~^— a ') (6 dc-\-cdb)—2bc(bdb-l-cdc — n da) 
2b'c*siaa 
was die Formeln Nr. 2 — 4 wieder als beaondere Falle in 
sicli enth&lt. 

Anmev)cun(?. Ob aich (an Stelle der Beaiehung Nr. 1} zur 
ALleitung iler Werthe Nr. 2, 3, 4 und 6 die auch aus dor Tri- 
^roaoiuetrie bekannten Gleichungen 

.:, « _l/ is-b){s~e) ..„ « _|A1^^^ 

"' 2~y be ' '^^ 2~y be ' 

(in weloheii 8 = J (a 4* 6 + c) ist) eignon, m3ge bedacht und nahor 
untereucht werden. 

II. 
Mini zeigp, daaa den Gleichungen Nr, 2, 3, 4 nnd 6 die far 
die Teclinik nft geeigneteren Formen 

da 

S) d„a = -T- , 

db 

otany 



12) 
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..\ J t''^ lift ^ t^c ,a 

A„ 6 ' c 

gegeben werden kSnnen , wobei h^ die aaf a stehende Hdho lies 
Dreiecka hezeichnet. 

Ferner zeige man, dass sich Nr- 11 in den fiir die Aiiwen- 
dungen meist b e s t e n Formen 

, da dJ> dc 

An nt Mi 
nnd 

13) da = (A„ — I,) cot/3 -|- {/„ — h) cot/ 

geben lasst, wenn unter M* nnd Jtc Sttecken verstanden werdt'n, 
welche auf &, beziiglich c, senkrecht stehen, in ^ beginnen, anf « 
enden; unter J.a, A* und i^ aber die relativen Lfingenveranderungeu 
da db dc 

"V"' ~6~' T" 

B. 

Einige Anwendungen der Differentialformeln. 
I. 

Ersetzt man in den unter A. vorstehenden Gleicliimgen 
(Nr. 1 — 13) die Differ en tiale {db, dc, da, . . . .) dnrch 
Differeuzen, also durch endlich kleine inderungen {Jb, 
Jc, jda, ....), so entstehen Nah erungaf o rme 1 n, welclio 
(wie in den §§ 2 — 6) zu Fehleruntersuchungen, Qbtr- 
haapt zu Ver4nderungsberechnungen, angewendet werdeii 
konnen, was hiermit angeregt sein nioge. 

Zunachst sei empfohlen, die fiir Ja aus Nr. 6 oder 7 folgende 
Naherungsfonnel anzugeben nnd auf zweL besonders beaehtens- 
wertte Sonderfitlle, niiinlich auf b^c und auf a = i)00 
anzuwenden. 

Der erstgenannte Fall kann bei g e o d a t i s c h e n Winkel- 
bestimmnngen (von denen die Fig. 18 eine andeutet) meist lietbei- 
gefiihrt werden. 

Der zweitgenannte Sonderfall {a^\7i) verdient besondere 
Berflcksichtigung, weil fur ihn 



4 
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a- =: i)2-j-c*, 
mithin 

i^t. CSif-he Nr- 7.) 

Urn die gewonnenen Ergebniase auct durch je ein Zahlen- 
beispiel ea beleuchten, behandle man die FSlle 

a = 10,13 Meter, 6=32,81 Meter, C = 32,81 Meter, 

a --= 50,03 „ , ft = 30,01 , , C = 40,07 , , 
setze Eiir jedsn deraelben voraus , dass jede der drei Seiten niit 
einer Uasicherheit von ± -j-sVt ilirer Ltnge gemessen sei und 
bereclme (die nAnmerkung' der Seite 14 beach te nd) , zwiachen 
welchen Grenzen, in Sekunden ausgedriickt, dann die Unaicherheit 
Ja des Winkels a liegt. 

11. 

Fejuer ermittele man fiir mindestens e i n e der aus A ent- 
nommenen Nahemngsformeln die ihr anhaftende „Vernach- 
lassignng"; gebe auch fur einige jener Formeln geometriache 
Darstellnngen. 



Letztere 


znnilchat bezaglich der ana 


hfirungawei 
14) 


e geltenden Gleichnngen 


15) 
16) 


Jh 

Ctanp^ 



fiir den Fall, dass das Dreieck ABC (Fig. 18) ein ungleichseitig- 
apitawinkliges ist, und J a, Jh and Jc positiv aind, alao Zu- 
nahmen. 

Losungs-AndeatuDg, Die Art der Ermittelung der 
,Vernachia3sigungen" ist gemaaa § 2 — 6 selbatverstilndlich. 
\Siehe diese Paragraph en.) 

Ver ans chaulichnng der Nahemngsformeln 
Nr. 14-16 bietet die Fig. 19. In ihr stellt CC, das Ja dar. 
Ferner iat CC) ein Kreisbogen aus .4; CtG^ einer ana B. Dem- 
geniass 

CACi = Jaa. 
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Da nun n&he rungs weise C3C eine Senkrechte zn AC ist, 
femer CjCi eine aolche za BC, so hat man nahezu CC^Ci :^ y. 
Mithin 

CCi = C,Camy, 
Ja=: bJaOi siny ^KJa<x, 
Ja 

was mit Nr. 14 flbereinstimmt. 




Zugleich laast die Fig. 19 Folgendes erkennen: CBC3 ist 
die durch die L&ngenzimahme ^a etzeugte Anderung des Winkels /3; 
uni zwar eine Abnahme ; also 

CBC, = — Jafi. 
m, nach dem Vorauagegangenen, naherongsweisft : 
C,C=Ci, tetany, 
z/fl = {a + J a) (— J,^ tan y. 



Femer hat n 



^.f=-7 



-da 



(a + z/a) tan y ' 
oder, wenn ^a neben a vemachlaasigt wird, 

^.i<= — ^- 

a tan y 
Das gilt Mr den Winkel (J, falls seine Schenkellange a um 
/ta zunimmt, Mithin hat man fiir den Winkel a, wenn seine 
SchenkellSnge b um ^b wachst: 



I I>jdereiizi 
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und wenn seine Schenkelliiuge C am Je zanimmt : 

Ja = ~——. 
' c tan/S 

Die beiden letzten Gleichungen atimmen mit den Nni. 1 b 
und 16 iiberein. Man hatte sie auch beaonderen Figureii 
entnehmen konnen, welche entaprechend der Fig. 19 zu cntwerfeu 
gewesen waren. Jedoch war es einfacher , jene Gleiiliuagen in 
der vorstelieiiden Weise aua der letztgenannten Figur abzuleiteii. 
III. 

Dasa die nnter A nnd B gewonnenen Formein fur die 
Geodfiaie benutzbar sisd , wurde im Vorausgegangenen schon 
angedeutet. Man aehe hieruber Naherea : Hartner-Wastler, 
Handbuch der u. s. w. ; 7. Anflage , S. 346 (wo sich be^iiglicli 
der Gleit'hung Nr. 7 ein Druckfehler befindet). Gleiehzeitig aVipr 
bpachte man die von Petzold im Jahrgange 1886 des Jahr- 
bncha der F or t sc hr i 1 1 e der Mathematik auf S- 1109 
gcgebeuR Kritik. 

Ferner sehe man die im jLiteratnrverzeichnisa" genannte 
Hammer 'ache Unterauchung fiber daa Eintragen von Mes- 
sungen in gedruckte PUne. (Hier kommt auf S. IB.^ 
die Gleichung Nr. 13 znr Anwendung.) 

In der Bauw i sa en sch af t braucht man die Gkichungen 
des g 7 bei dir Ermittelung der Biegungalinien elastis{-hei 
Stcibwerke, wenn ea gilt, Wi nk e I ve ran d er un g e n zu 
berec.hncn, welche durch Ande runge n von Stfibelangen 
eintreten. Naherea hieriiber lehrt die im BLiteratnrver/^ichnisa" 
genannte Abhandlung von R. Land. — Ferner sehe man : Hand- 
buch der Ingenieurwiasenschaften, Bd. U. Abtli- 2. 
S. 386 der 2. Auflage. (Durchbiegung von Facijiverks- 
b r ii c k e n betreffend.) 

§ 8. Ermittelung von Entfemangen durcti Indlrecte Langen- 
messoxgen. 

Sehr oft wird es ndthig , eine unzugangliche Eulfernung x 
nnr dorch Langenmesaungen (ohne Zuhilfenahme Toii \Vi nkel- 
masainstrumenten) zn bestimmen. 




/J 
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Es ist dann wunBchenswerth (oder nothwendig) zu erfiihren, 
wclthft Unsicherheit Jx dem berechnetena; anliuftet, 
wenn die kleinen UDvermeidlichen Fehler (tJnsicherheiten) der ge- 
rnessenen Lftngen (Strecken), aus denen x ahgeleitet wurde, b«kaiint 
ttiml oder sicb mit geniigender Sicherheit schiitzen lassen. 

Einige deraitige Fslle siad die unter I bis V folgendi-n : *) 
nr » I. Um die diirch 

die Fig. 20 auge- 
deutete unzngang- 
liche EDtfemung 

AB = x 

zu bekommeti, hat 

man die Strepkeii 

CA = a, 

CB=h, 

CD = m, 

CE = n, 

DE = h 

gemessen und hier- 

gew&blt, da S3 

CA " CB ' 



ist , mithin D£ 
parallel zu^J? 

liegt. Deii ge- 
messenen St re eke n 
haften die sehr 
kleinen Unsiclier- 
heiten /J a, Jh. 
Jm, Jn, Jk a.i]. 
II. Zur Beatimmung dea X der Fig- 21 wurde (sehr gcniiu) 
II B ein Loth auf AM herabgelassen, dann aber 

■■) Andere lassen sicb z. B. dem Artike! 27 von Rankine'a HaiiJbut'h 
r Bnuingenipurkunst (aiehe das .LiteraturverzeichniBB*} entnehnien. 
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gemess™. Die MessungsuiiBicherheiten siiid -/'i, lir/jii; 
m. Um das durch die Fig. 22 darK^telltf Sliick 
Ali = .r 




einor auf einer Straase liegendpii Standli 
Kind die StrecJten 

AO = ,j, 
ao genau gemessen wor- 
dcn, dasa sie fiir fehler- 
frei gelten dttrfen; die 
Lange n der kleinen (ganz 
genau gdailten) Kormale 
CD konnte aTiar niu mit 
einer, wenn auch sehr 
geringen , Unaicherheit 
^n bfiatinunt werden. 

IV. Der unzugang- 
licheAbatiindsrderFig.SS 
iat durch Mesaung der 
flint Strecken 

CA^a, CB = b, 

CD = m, CE=n, 
DE = h 
bestimmt worden. AB 
liegtnichtgleichgerichtet 
zu DE. Es haften den 
gemeaaenen Strecken die 

kleinen Tins icherhei ten 

Jn,Jb,.fm,-Jn,Jka.n. " U />" fl 

V. Zur Ermittelimg der liiivch die Fii;. 24 anj,'i.'deiitcteii i 
zaginglichen Abat^nde 
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AB = c, CB = a, 
wie auch der rechtwinkligen Coordinates 

AB' = x, B'B=y, 
hat man die sieben Strecken 

AC= 6, AAi = c, AAi = bu CC^ = a,, CCi = h, 
A,Ai=qu CiCi=q» 
gemessen. Die vorhandenen kteinen Unsicherheiten sind: 
Jh, Jc\, z/6i, Joi, z/bs, Jqi, zfqi. 
Fax jeden der im Vorstehenden genannten fiinf F&lle (I — V) 
soil, durcli Aasgehen von den betreffenden Diff erentialen, 
ermittelt werden, welche Unsicherheiten {^x in den Fallen 
I — IV, hingegen Ja, Jc, Jx, Jy in dem Falle V) den zb b e - 
rechnenden Stiecken nahemngsweise anhaften. 

Andentangen zur Losung. Im ersten Fallc? ist, 
wenn der Farallelismus von AB und HE fiir fehlerfrei gelten darf, 

hh 

1) a; = — 

n 

(Darf dieses Fehlerfreisein nicht vorauage^etzt werden , so 
liegt Nr. IV vor.) 

Im zweiten Falle hat man : 

2) a; = /a* + 6* , 

wenn der rechte Winkel als vollkommen znyerl&ssig angesehen 
wird. (Sonst kame § 6 in Betracht.) 

Im d r i 1 1 e n Falle ist, unter derselben Voraussetzrtng, 

3) x = Vy^-n-*-\-Vs^~nK 

Fiir den Fall IV giebt der Cosinnssatz der Trigonometrie, 
das Dreieck ABC anlangend, 

X ^^ ya^ -|- i* — 2 ab cos y ; 
and, auf das Dreieck CDE angewendet, 



i) 



.=[/.. 



Ebenso ist es im funften Falle leicht mfiglich, unter Ue- 
nutzung allgemein bekannter Satze der Trigonometrie die zu he- 
reehnenden (4) Strecken darch die gemessenen (7) auszudriicken 
— was freilich hier etwas verwickelte Werthe giebt. 

Aus den fur die ersten vier Falle genannten, fiir den fiinften 
wfnigstena angedeuteten Gleichungen lassen sich nun die betreffen- 
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den Bifferentiale in der gewohnlichen Weisi? Iierechnen. 1st 
dies geschehflD, ro hat man anch die gewiinacliten Niiherungs- 
formeln fur die zu ermittelnden Betr&ge der Unsicher- 
heiten; namlich fiir Jx in den ersten vier Fiilleri, fiir Ja, 
Jc, Jx und -lij im fdnften Falle. 

Die Einnelheiten der Darchfiihrong diaser Berechnnngen^ 
wic auch derAnwendnng der Ergebnisse, laasen sich den 
§S 2 — 7 entnehmiin, 

Beziiglich dee eraten Falles verdient ancli§ 11, 1, Beachtnng. 

Den drift en Pall anlangend, ni6ge bemerkt werden, dasa sich 

r'r ~ »* + j/F*"^^ 



dx-= - 



ergiebt, man also sagen kann^ ea ist 






und nUherungaweisi 
7) Jx = 



AB-DC 



JDC. 



AD-DB~^ 

Dies ist fiir die Ve rm es su n gslehr e benierkenswerth. 
Man sehe dariiber : Vogler, praktiaehe Geometrii', lid. I, S. 41-i. 

g 9. Verandenmgen von Goordlnaten , welche aus anderen 
Coordlnaten abgeleitet Bind. 



Von den Polarco 
0P= 


ord 


z:XOP=e 








dea Pnnktes F (Pig. 25) 




Fir »- 






mogo angenommen wer- 
den, dass siedurcli diege- 






i 


o 




meaaenenrechtwinkel- 




^ 


*^ 






igen Coordlnaten 




y^ 




y 




beatimmt, und zwar aua 
ihnen durch Rechnung 
hergelfitet seien. 

Man bereehne zunitc 


0* 


^ 






X 


hst, 


auagedriickt durcTi .< 


/ 


dj- 


und 



(?y . diojenigen unendlich kleinen Andernngen 

J^r, h,r, dr, d,d , d,d , dO , 



^ 
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welcbe jene Polarcoordinaten erleiden, wenn die rechtwinkliirer 
Coordinaten aich nm dx , bezuglich df/ verandern. 

LSauiig, Aus den zwischen r, 0, w und y beatehendiT 
Gleichungen 

1) r = \'x^ -k 1/^ 



ergiebt siuh (anf verachiedene Weisen ableitbar) Folgendes : 
xdx xdx 

]/x' + i,^ r 

4) d,r = ^j£^ = M± = dy:ine, 

., , xdx4-ydy xdx-l-ydu , „ , -, 

V^' + r »■ 



6) M = l^^^^l^^ 



Dass Nr. 5 in der Form 

9) . rdr = xdx--\-ydy 

d^m Pythagoraischen Satze entsprechend geometris 
deutbar ist, wird wohl sofort erkannt. 

Man gebe aber auch durch geeignete Figuren Veranscha 
lichungen der, mindsBtens naherungsweise giltigen, 
Kr. 3 — 8 entnehmbaren Gleichungen 

10) JxT = Jx - COS 6 , 

11) J,r = ^y-sm6, 

^12) Jr = Jx- coa$-\-Jff ■ sin ft, 

13) ^,8=--^»"''°«, 



Diffpreiizcn und Differentiale.' Einfache und inehrfache Differentiation. 57 
14) 

15) 
fernev dafur, dass, gemass Nr. 12, 

16} . Jr = 

iat (ohne class Jx und Jy Null sind), wenn die Beziehung 

1 7) —^ = — cot l9 = — -- 

Jx y 

heateht; endlicli dafnr, dasa, laut Nr. 15, 

18) je = o, 

19) 






Man Ijesclu'Siike sich aber nicht auf die unter B geforderten 
geometrischen Darstellungen, verwende vielmehr die 
Gleichuugen Nr. 1 — 15 auch noch zu anderen Zweeken ; zu- 
nachst so , wie es in den §§ 2 — 7 gezeigt oder angedentet 
worden is I. 

Es moge Ln diesei Beziehung besoudeis darauf hingewiesen 
werden , dasa ein Theil des unter A und B Stehenden in der 
Geod&sie fiirdte „TrigonometriachePunkteinachal- 
tung" gehraucht wird ; nftmlich bei der Untersuchnng der Be- 
ziehung, welche zwischen der Azimuth-Correction und den 
Coordi naten-Correctionen besteht. Naheres hierflber : 
Jordan, Handhuch der Vemiessungskunde, 3. Auflage ; Band I, 
§ 55 und 56; theilweise Band II, § 71; auch: Hartner- 
Wastlev, Handbuch der Geodasie, Nr. 329 der 7. Auflf^e. 



Ferner aetzi! man Toraus, dass der Punkt P (Fig. 25) dorch 
seine Polar coordinaten (J", 8) gegeben aei und untersnche 
diejenigen Anderungen , welche die rechtwinkligen Coordi- 
naten {x, y) erleiden, wenn die erstgenannten sich am dr , dS , 
Jr, z/fl veriindern. Man gehe also aus von den Gleichungen 
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20) x = rcme, 

21) y = rsme, 
leite aus ihnen zoMchst 

dr^ , i)sX, dx, ii,y , bf,y , dy 
her; u. s. w. (Vergleiche, die Geod&sie anlangend, Nr. 239 
und 240 der nnter C genannten 7. Auflage des Hartner- 
W astler'schen Handbaches.) 

E. 
Urn auch einen Fall von Coordinaten im Raumc in Be- 
tracht zu Ziehen, nehme man an, es sei ein Punkt P (Fig. 26) 




iil-^o duxch seine r&uni lichen Polaicoordinaten, gegebcn 
and es seien die uneDdlich kleinen Ver^derungen dx, dy , dz 
zu berechnen, welche die rechtwinkligen Coordinaten 

OL = x, LP' = y, P'F = z 
iTleiden, wenn sich q, tp und w ^xta d^} , dip und dw iinileni. 

Anch benatze man die Ergebnisse der Differentiationcn wirder 
sij. wie ea in den §§ 2 — 7 gelehrt worden ist. 



\ 
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g 10. Unsicherheiten einer StreoheulS^Dge, deren Endponkte 
reohtwinklige oder polare Goordlnaten bestimmt wordeit. 

A. 
Zwei Punkte Pj und Pj {Fig. 27) m6geQ gegeben sein ei 
weder durch die rechtwinkligen Coordinaten 

OP^=x^, Pi'Pi=yi, OP^' = Xi, Pt'P^^jj,, 
oder duich die Polarcoordinaten 

OP, ^ri, ^X0P, = 6,, OPt=ri, ^X0Pi = 6i. 



Ji 



59 H 

e durcli ^H 




*X 



-?' 



^' 



Ea soil fiir jeden der beiden Falle die imendlich kleinc Aiide- 
rang ds Ijercchnet werden, welche die Entfernang 

P,Ps = S 
er&hrt , wenn sich die betreffeDden vier Coordinaten um ihre 
Differentiale {dxx , dy, , dxi , dy-i , bezflglich dri , d&i , dr^, 
dd^) veranderu, 

Auch soil man die Ergebnisse der Berechnung von ds im 
Sinne der §§ 2 — 7 ausnntzen. 

Andeut nngen zur Ldsang. Im ersten Falle ist 



1) 



s == ^{xi — Xi)' + {^a — ^i)" ; 



2) s = |/r,» + rj* — 2r,rs cos (5, — «a) ■ 

Aus jeder dieser beiden Gleichtmgen (oder aus den durch 
Quadriren gewoDnenen) ergiebt sich d S entweder unmittelbar, 
durch t o t a I e Differentiation (iu Bezug auf vier Verandfrliche), 
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oder m it t e 1 b a r , dnrch Vorausberechnung von p a r t i c 1 1 e d 
Diffarentialen. 

Das N a li e 1- e hieriiber , wie auch die Ausnutznng der 
fieehenergebnisse, kann man aus.dea §§ 2 — 7 entDehmen. 

Fallt eines der beiden Streckenenden (Pi , Pj) mit ili-m Co- 
ordinatenanfange Ozueammen — ■ oder kann dieaea Zuaainm en- 
fallen herbeigefuhrt werdcn — ao kommt § 9 oder § 6 in Be; 
tracht, weil dann S in das dort behandelte OP, bezflglitli EC, 
iibergeht. 

B. 

Fiir den unter A genannten e r s t e n Fall mSge die e r w p i - 
t e r t e Annahmc gemacht werden, dass neben den TJnsicheriieiten 
der Coordinaten Xi , yi , Xi und pi (Fig. 27} auch die der Winkcl 
XPi'P, undXP/Pa, welche gleich 90o sein sollen, es ali^r 
Tielleicht nicht genan sind, fiir die Berechnung von s in Betmclit 
kommen. Man gebe an, aaf welche Weise dieaer WinkelunsichHr- 
heit Rechnnng getragen werden kann. 

LoBungs-Andeutung. Es haben dann, im Allgemeinen, 




die RichtuTigen P|Pi und P^ Pi' einen im Endlichen liegendi'n 
Schnittptinkt. Er isf in der Fig. 28 dnich S angedeutet 
worden. 
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Benutzunf; der Dreiecke PiP^S und Pi Pi S giebt die 
Gleiclitmg 

3) s» = {x^ — a;,)- + yi ^ -(- i/a ^ — 2j/, (x^ — ir,) coaoJ, 
+ 21/2(3:3 —3;,)cost03 — 2ij,i/s co8{w, ~ Wi). 
Aus ihr kann man die Werthc der partiellen Differentiale 

^J-,''*^ ^J-,S, ^y,S, ^v,S, ^w.S) ^ai,S 

ableiten ; also auch den des totalen Differentials ds. 

Das tibrige iat wohl selbstverstandlich. 

Besondere Beachtung verdient, dasa in Nr. 3 die Winkel Wi 
and tuu sehr nahe gleich 90" (oder j ti) eind ; ferner, dass fur 

Wi = CUj ^ J -t 

Nr. a in Nr. 1 iibergeht. 

Anmerkung. Die Gleichiiog Nr. 3 iet auch zu benutzen, wenn 
die Lange einer Vierecksseite (PiP, der Fig. 28) aua den 
Langen dLT drei anderen Seiten und aus den von letjiteren 
eingeschlossenen Winkeln abgeleitet werden soil. £s ent- 
Rpricht also Nr. 3 dem fiir das Dreieck geltonden iCoBinuaBatze", 
nSinlich der Gleichung Nr. 1 dea § 6. 

§ 11. Fehleriiiitersncbnngen tnr elaige Falle des Hohenmessens. 

Es moge die Attfgabe gestellt aein, fur jeden der unter I — VII 
im Nachfolgenden genannten Falle (in denen auf die Erdkrum- 
mung und auf die Lichtatrahlenbrechuog keine Rftcksicbt genom- 
men werden soil) *) Fehleruntersuchungen im Sinne 
der g§ 2 — 1 auszufiihren, indem man zuniLchst 

3) die betreffi^nde Hohe x„ durch die zu ibrer Bestinmiung ge- 
messenen GrOsaen ausdruckt und mittelst der erhaltenen 
Gleichung die partiellen Differentiale, wie auch 
daa t o t a 1 e Differential von Xn berechnet, 
dann aber 

b) die gewoanenen Differentialfoimeln auf e n d 1 i c h kleine 
Anderungen {Fehler, Unsicherheiten) anwendet und 
hierdurch zur Auffindung von Fehlerwerthsgrenzen, 
ferner zu geometrischen Daratellungen der Un- 
sicherheiten der berechneten HShen a. s. w. ausnutzt, 

*) Siehe dip ..Schlusehemerkung zu % 1 1". 



k. 



k 
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I. Dm beim Fehlen eines Winkelmessinstrumentes durch blosse 
Langenmessungen die durch die Fig. 29 angedeutete Hohe 

eines Fabrikschornsteines (oder die Lange irgend einer 

Fig. 29. 




anderen senkrechten Strecke, z. B. die eines Baumes) wenigstens 
naherungsweise zu bestimmen , hat man, einen festen Ziel- 
punkt A benutzend , an einer genau vertikal gestellten Stange 
(oder an einer Hauskante) die Strecke 

BC = v 
gemessen. *) Ferner sind die Abst^nde a und u durch Staffeln- 
messung auf der Fussbodenflache ermittelt worden. Es haften 
den genannten drei L&ngenbestimmungen die kl einen Unsicher- 
heiten Jv , J a und Ju an, die, wie immer in derartigen Fallen, 
eben so leicht potitiv, wie negativ sein konnen , also Doppelvor- 
zeichen (i) haben. 

n. Der untere Punkt (siehe Fig. 30) der zu bestimmenden 
Hohe 

UO = X2 

ist unzuganglich. Man hat deshalb das unter I genannte 
Verfahren z w e i m a 1 benutzt , namlich mit Verwendung zweier 
Zielpunkte (^i , A2) an zwei Stangen die vertikalen Strecken Vi 



*) Der Punkt A moge hier (und auch bei II) als ein in steifes 
Papier gestochenes Schauloch gedacht warden; das Papier als befestigt 
an einem senkrecht und feat stehenden Stabe. 
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and Vq gemessen. Ferner aind die Wager echtabst&nde b, U| und 
I Ua dnrch StafTeln BUf der FussbodeDflSche beatimmt worden. Den 




fdnf gemessenen Litngeu haften die kleinen Unsicherheiten ^f|, 
^Vf, Jb, Jui, Jih an. 

m, Zur Bestiminnng der in der Fig. 31 angegebenen H6he 




hat man, von A aus, *) die Wagerechtentfemung a, vie auch den 
Hohenwinkel a gemeasen ; und zwar mit den sehr kleinen Un- 
sicherheiten ^a, beziiglich z/a, 

•] Dabei mOge A den Schnittpunkt der Kippaehee und der Ziel- 
achse einee Theodolita bedeuten. Daaselbe soil fflr die Punkte A, Ai 
und A^ der Fign. 32 und 33 gelten. 
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IV. Ferner sind zar Ermittelimg des 
xt= UO 
(Fig. 32) der Abstand a , der Hflhenwinkel a und der Tiefen- 




winkel /J (mit den sehr kleinen Unsicherheiten 
gemessen word en. 



Ja, Ja, J(i) 



V. Ebenso hat maji zur Bestimmung des unzug&ngliclien 
3:6= VO 
(sielie die Fig. 33) von Ai aua die Wihkel a, ond /Sj , von J^ 




au8 die Winkel eta und |?2 gemessen ; endlich die Wagerechtpnt- 
femong 6. Dabei haben die sehr kleinen Unsicherheiten Jai, 
J pi, JOi, Jpt, M vorgelegen. 
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\l. Urn die darch die Fig. 34 angegebene Hohe 

eines Berges za bestimmen, bat man die Grnndlinie CB ^^ b und 




ihren Neigun<,'gwinkel A!CB ^=^ fi , wie anch die Hohynwinkel 
-1 CA ^ / und DBA i= d gemessen. Es haften dieseii Mussungen 
die Unaicherhdt.en Jh , J§, Jy, JS an. 
VII. Fiir die zur Bestimmung der H5he 

(siehe die Fig, 35) gemessene Basis AB hat sich diT Werth h 




ergeben; fur ihren Neigungswinkel B'AB der Werth rf; fttr die 
Horizontal winkel B' AC und AB(j sind die Werthe n und /? ge- 
funden worden; fiir den Hohenwinkel C AC hat man den Wi.'rth e er- 
halten. Die Dnsicherheiten haben die BetrSge Jh, Jd, Ja, jp, de. 
Die Punkte C and A liegen in der Horizontal ebene HTJ. 
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dv ^ Wi ~ 

uvda — avdu-\-audv 

5) dxi = ^ '- ' 

/da du , dv\ 

6) ax, ^ t ]Xi. 

\a tt ' V J 

Aus diesen Differentjalformeln ergeben sich die betreffemien, 
Tuindeateua naherung s weise geltendeti, Fehlerf oim el n. 
So gipht Nr. 6 : 

7) jx, = [— r + ^r)^'- 

\ a u V I 
Diespr Gleichimg kann man z: B. entnehmen, dass 

8) JXi = 

ist, (ihiic dass Ja^ Ju imd Jv gleich Null sind, wenn die (leicht 
in Wcirt.e fassbare) Beziehung 

9) 

beafeht. 

Es liann ferner der Gleichang Nr. 7 entnommen iverdpn, wie 
niiin, weiin con a t an t e Wert.he von Ja, Ju und Jv vorliegen 
(z. B. _ /([ ^ ± o Centimeter , z/m ^ z/r ^= ± 1 Centimetrr) die 
Messung anordnen , niimlich a, u und v wahlen musa, wenn ,-lxi 
mogticli^t klein aasfallen soil. Dabei iat zu bedenken, dass alle 

*) I)iL9 streng richlige i4xi hat den Werth 

A^ (" + ^a) (*> + '^v) «P „ „ „ 
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drei Glieder der (echten Seite von Nr. 7 p o a i t i v sein konnea, 
aber auch alle drei negativ. 

Die Beachtung der meiat Torhandeuen Doppelvorzeichen 
kommt auch fiir alle Z atle nbeiap iel e aehr in BetracM. 
Ferner muss bei den Letzteren selbstveratandlich Alles aul' e i n e 
Einheit , etwa auf daa Meter , zurttckgefflhrt warden , wenn die 
Werthe zur Einsetzung (in die Fehlerformeln) gelangen. Man be- 
nutze Nr. 7 Fur den Sonderfall, in welchem 

a = 50 Meter, m = 6 Meter, v=Z Meter 
und dabei 

z/d :^ i 5 Centimeter, z/m = ^v ^ ih 1 Centimeter. 
Es wird sich teiclit ergeben, dass dann die Unsicherheit 

Jxt = ± 0,16 Meter 
und demgemasa die geauctite HShe 

ail = 20 ± 0,16 Meter 
ist, also letztore zwischen 19,84 und 20,16 Meter liegt. 

Endlich verwende man die ans Nr. 2 — ^6 folgenden Fehler- 
formeln zu geometrisehen DarafeUnngen. 
Und so waiter; n&mlich im Sinne der §§ 2 — 7. 

Anmerkung. Das bei I benutzte Verfahren kann auch zum 
SchH.t/.en von Entfernungeu benutzt werdeu, n&mlich zor 
Beatiininuiig des a der Gleichung Nr. 1, weun x,, v und u bekiiitnt 
aind; z. B. Xi aU L^nge eines Meoschen, u ala Armlange dea Be- 
obachtera, v abgelesen an einam aufgehaltenen Stabe, etwa an 
einpr Schmipge in MUlimetem. Naheres hierflber, insbesondere 
iiber den hierbei vorliegenden mittleren Fehlar: Zeitschrift far 
VormeaEungsweBen, Jahrg. 1893, S. 210—212. (Abhandlung von 
Jordan,) 

Zu n. Man findet leicht, dass 

10) x,=^^—b 

«i Vi — Ma «i 

iat (was der Gleichung Nr. 1 entspricht). 

Hidrans ergeben aieb znnachat die Werthe der partiellen 
Different ialo 

^ii^'i, t'd.a^a, d^Xi, dir^Xi, d^^Xi- 
Alles Oblige wird dann wie bei I; nur wesentUch verwickalter. 
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Zu III. Hier ist 
11) a:3 = H0 = ata.Ba, 

dxs = ta.aa da -\~ a seG^ a da, 

numit auch <)a^ und da^ bekannt sind. 

Von den hieraua entnehmbaren Werthen 
131 JaXt ^= tana Ja, 

141 JaXg = a asc^a^a, 

15) ^Xs ^^tana Ja-\- aaec^a Ja 

u;ilt Nr. 13 g e n a n , wahrend Nr. 14 und 16 nur naherwnys- 
w e i s e gelten. 

Die bei den zwei letztgenannten Gleichungen vorliegenden 
^Veraa c hi &» si gungen" sind aofort angebbar. 

Ancb lasses sich fiir Nr. 13^ — -16 aehr leicht Ve r a n s c h a ii - 
] i e h u n g e n (geometrische Darstellungen) geben, 

Und so fort. {Im Sinne der §§ 2 — 7.) — Man beachte, die 
Gleiehungen Nr. 11 and 14 anlangend, auch Tbeil I, § 9, 

Zu IV~Vn. Es haben hier die zu beatimmenden Holien die 
Wertlif 

16) Xi=--a (tana + tan/!) = a ^'° . *-? + '^ , 

cos a cosft 

(tancti -)- tan/3|) (tanOa -|- tanft) ^ 

' (tanos + tan/?a) — (tanffi -j- tan/?i) 
was Umgestaltung im Sinne von Nr. 16 zulasat ; ferner : 

18, ^ = n^^-Jl„. 

Sin (a — y) 

8in/?co8(f tanc , 
Daher aind fiir den Fall IV zunachst die partiellen Different iaie 

i>aXi, baXi, bfiXi 

zu t)f'rechnen; fiir den Fall V die Werthe von 

bbX&, do,a:B, ^fta^a, i)a,Xi, b^x^ ; 
fiir VI die von 

biiXt, h^Xi, dyX,, bxx^ i 
endlicli fiir VU : 

bbXT, baXj, bfiX^, bgXj, bfXT. 

Allea tJbrige iat dann (gem&sa §§2 — 7) selbstverstandliih, 
wenn auch zmn Theil etwas verwickelt. 
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Q-eometvische Darstellungen lasseu sich ^ die ein- 

facheren der ableitbaren Fehlerformeln auch hier leicht geben. 

Bei der Durchfdhrang von Zahlenbeispielen ist die 

auf Seite 14 stehende nAnmerkung" gut zu bcachten. 

SchlusBbemerkuug zu § 11. Fiir die Geod&sie komsten 
die vorstebenden Fjille selten ganz bo in Betracht, wie ea unter 
I — VII vomuHgeaetzt wurde. Eb rauaa nSrnlich meiat auch die 
Erdkriinifflung und die Lichtatrahlenbrechung berllck- 
»iichtigt werden. Han neba hierilber: Bauernfeind, YermeBaunga- 
kunde, Bd. II, § 138 — 143 der 7. Auflage. Femer die einachlagen- 
den Abacbnitte von Jordan'a Handbuch der VermflBBungskunde ; 
inabeaandere § 120 und 124 der S. Auflage des II. Bandea. 

Das bier (bei Bauernfeind und Jordan) Dargebotene kann als 
Anieitung und Anregung zu weiteren FehlerunterBuchungen 
benutit werden. 

§ 12. Sicherheltsgrad der Bestlmmimg von EntfarnimgeD nnd 
Hfiheu dnrcli ,J)lstanzme88eT". 

A. 

DistanzmoKser aiDd Instrumente , welche Entfernungen un- 
mittelbar, von einem Stasdpnnkte aus, angeben, mithin so, 
dass man nicht notbig hat LtLngenmes s werkz eug e (StSbe, 
Biinder, Ketten) bei ihrer Ermittelimg zu benutzen. 

Daa Weseiitliche der Einrichtung fast aller Diatanzmesaer 
{die oft auch Tachymeter oder Scbne llmesser genannt 
werden) griindet. aich darauf, dass eine Strecke X bekannt ist, 
wenn sie einem vollst&ndig beatimmten Dreiecke ala Seite oder 
Hehe angehiirt. 

Dieses Dreieck ist bei den genannten Instrumenten meist ein 
{sehr schmales) rechtwinkliges ABC (JBig. 36), in welchem 
ng. as. 



man die Lange a der kleinen Kathete BC und die GrSase des 
einen der beiden spitzen Winkel, a oder (3, kennt, wahrend die 
Lange 

AC^x 
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del grossen Kathete die geauchte Bntfernimg bildet, mithin X aus 
der Gleichung 

1) a; = acota ^atan/S 

sich ergiebt (und dabei a, mit x verglichen, einen sehr kleinen 
Werth hat). 

Oder es ist jenes Dreieck ein {sehr schmales) g ] e i c h - 
achenkliges ABSi {Fig. 37), waa auf Dasselbe hinauskomuit. 




Oder es iat das Dreieck durch den zugehiirigen K r 
aector (ABDB,, Fig. 37) vertreten; also dann, aehr nahi^, 



- wenig Terschieden sind, 



AC und AD wegen der Kleinheit v 

hierbei a gemeint in BogenmasB fiir den Halbmesser 1. 

Dabei befindet sich 

I. die bekannte Lfinge a am Instrument (und ist hier cfinptant 
oder Teranderlich, mithin der zu X gehorige spitze Winkel variahel, 
beziiglich constant) ; oder ea ist 

n. jene Lange a eine nicht am Inatruniente befindliche un- 
verfinderliche, weithin sichtbare {z. B, die eines Menschen , oder 
die eines Kirchthurmtheiles) aua deren Gesichtswinkel (scheinbarer 
GrSsse) die Entfernung x dea Beobachtungspunktes A folgt ; odor 

III. es wird jene Strecke « geliefert durch die (constant e 
oder variabele) L&nge einer „Distanzl»tte", welche ein Gehilfe an 
dem Punkte B anfstellt, dessen Entfernung von A mitteUt des 
hier atehenden Distanzmessers bestimmt werden soil. 
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Hat man von einem Fankte A aus {Fig. 38) etwa mit einem 
Hohenkreiso (der hierbei ala ^Distaazmesser" dient) die Hohen- 




winkel e imd y so gemessen, daaa die Winkeldifferenz e — y dem 
Distanzlattenaitschnitte 

6'B = fl 
entspricht, so ergiebt aich die E n tfe rnung 

AJi = x 
und mit ihr anch die H 3 h e 

HC = h 
aus den rechtwinkUgen Dreiecken AHB nnd AH.G. Sleliefern: 

a-\-h = x tan £, 
biezuglich 

A = .-r tan y, 
Jlan hat daher: 



3) 



1 



Dsecosy 



h = - 






tan 6 — tan y sin (e ^ y) ' 

Ea iat hierdurch also njcht nur ein ^Diatanzmeasen" 
ausgefiihrt, sondern aach gleichzeitig ein „Nivelliren mit 
geneigten Ziellinien" (ein „trigonometri3chea 
Ni,,lH,cn').«) 

*) Siehe die ,Schluasbemerkung zu § ll". 
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C. 

Da in jedem der unter A und B genannten Falle die Un- 
bekannte aus Grossen abgeleitet wird, deren unvermeidliche Fehler 
s e h r ins Gewicht fallen miissen (was man schon erkennt o h n e 
zu rechnen) , so konnen weder die „Distanzmesser mit 
Latte" (in.), noch die „Distanzmesser ohne Latte" 
(I. und n.) eine g r o s s e Genauigkeit bieten. Selbst dann nicht, 
wenn das betreffende Instrument die best en Einrichtungen hat, 
welche die Feinmechanik zur Ablesung der in Betracht kommenden 
Winkel oder Langen zu bieten vermag. 

Der Genauigkeitsgrad des ^Distanzmessens'^ 
und des unter B genannten Nivellirens mit geneigten 
Ziellinien lasst sich, indem man von den betreffenden D i f f e - 
rentialformeln ausgeht, in jedem Falle so untersuchen, wie 
es in den §§ 2 — 7 in Bezug auf die Fehler anderer geodatischen 
Messweisen durchgefiihrt oder angedeutet worden ist. 

Wer sich fur Distanzmesser interessirt , fiihre derartige 
Genauigkeitsuntersuchungen im Sinne der genannten 
Paragraphen (Nr. 2 — 7) durch. Etwa fiir die Falle , auf welche 
die vorstehenden Gleichungen Nr. 1 — 4 sich beziehen (die also 
dann zunachst beztiglich der betreffenden Veranderlichen diffe- 
r e n z i r t werden miissen). Oder , weitergehend , fur alle die 
Falle, iiber welche die nachstehende Literatur Auskunft giebt : 

Bauernfeind, Vermes sungskunde ; 7. Auflage ; Band I, 

§ 166—172 u. § 183. 
Hartner-Wastler, Handbuch der Geodasie ; 7. Auflage ; 

Nr. 529, 552 u. 553. 
Jordan, Vermessungskunde ; 3. Auflage; Band 11; § 156 

u. 157. 
Vogler, praktische Geometric; Theil II; § 272 u. 278. 



§ 13. Anregtrngen und Anmerkungen, welche anderweite 

Fehlerberechnnngeii betreffen. 

Als passende Stoffe zu Fehleruntersuchungen oder 
Unsicherheitsberechnungen mogen , ausser den vorher 
behandelten, noch die unter I— X hier folgenden genannt sein. 
Sie sollen zur Durchfuhrung von Rechnungen und geo- 
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metrisclieu Daratellungen von der in den §§ 2 — 7 ge- 
lehrten (oft auch nnr angedeuteten) Art auffordern, 

I. Unaicherheiten dea Flacheninhaltes F des 
Vierecks AB CD, wenn deraelbe auf irgend eine Weise be- 
stiramt ist ; earn Beispiel 

A. durch die Lfinge q^ der Diagonale AC and die Langen hi, 
hi der zngehfirigen Dreiecksh^hen, gemessen mit den kleinen 
Unsicherheiten i^Qi, Jhi, Jh^ ; 

B. duTch die beiden Diagonalenlangen j1C:=§i, BD=^qt nnd 
den YOQ jenen Di^onalen eingeschlossenen Winkel w (mit 
den klfinen Unsicherheiten ^^Ji, ■^Qi, •^to gemesaen); 

In dem unter A genannten Falle iat 

1) -F-i* (». + *.); 

in dem unter B angeffihrten 

2) F=^g,qi sin w. 

Put den ersten der beiden F&Ue liegt also die Sache im 
Wesentlichen wle im § 2 (siehe die Gleichung Nr. 1 auf Seite 2) ; 
fiir den zweiten Fall wie im Abschnitt B des § 3. (Siehe die 
Gieichung Nr. 3 auf S. 13.) 

II. Fehler grenzen bei der Ausmessung der 
TrapezflSche, wenn sie durch die Langen («, b) der beiden 
parallelen Seiten nnd durch den senkrechten Abatand (ft) der- 
selben hostimmt ist , dieae drei Strecken aber mit den kleinen 
Dnaieherheiten ^a, J\ Jh gemeaaen wurden. — 

Die Untersuchung mnas , was man sofort erkennt , mit der 
nnter I, A, verlangten iibereinstimmen, — Auch ist leicht z« 
prkennen, wie sich I, A und 11 auf Vielecke erweitern laasen. 
(Zusammeuaetzung aus Dreiecken und Trapezen.) 

m. Unsicherheiten bei alien Flacheninhalta- 
berechnungen. 

Der Auadruck far den Inhalt einer jeden ebenen oder 
lirummen Fliche ist eine Grdsse von der zweiten Dimension. 
In der Regel hat er die Form 

3) F=kiX,yi -\- hXit/i H 1- hx^y^, 

oder er kann auf dieselbe gebrachi werden. (Man dei 
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weise an die Ausdriicke fiir den Inhalt der Ellipse, des K r e i s - 

ringes oder der Cylinderoberflache u. s. w.) 

Das in den §§ 2 und 3 Behandelte und Angedeutete gilt im 

Wesentlichen fiir die Untersuchung des Zuverlassigkeitsgrades 

aller Flacheninhaltsbestimmungen. Es sei fiir einige derselben 

(etwa fur die oben genannten) zur Durchfuhrung empfohlen. 

Aninerkung. Vergleiche: Vogler, praktische Geometrie, 
Theil I, S. 562—563, 568—580, wo, unter Benutzung der Gleichung 
Nr. 3, der .mittlere* Fehler (siehe § 2, D, X) der Flacheninhalts- 
berechnungen untersucht ist. 

IV. Fehler beim Abstecken von Geraden (insbesondere 
beim Einschalten von Zwischenpunkten), beim Con- 
struiren von Senkrechten und Parallelen. 

Man denke sich zunachst eine Gerade bestimmt entweder 

A. durch den Winkel a , welchen sie mit der positiven Seite 
der X-Achse eines rechtwinkligen Coordinaten-Systems bildet 
und durch die Strecke &, welche sie auf der positiven 
I^-Achse abschneidet; 

oder 

B. durch die beiden von ihr auf den zwei Coordinatenachsen 
gebildeten Abschnitte a und b\ 

oder 

C. mittelst des Winkels a, sowie durch die Coordinaten Xi und 
^1 eines Punktes Pi, den sie in sich enthalten soil; 

oder endlich 

D. mittelst der Coordinaten ^i, y^ ^2, y^ zweier Punkte Pj 
und P2, die auf ihr liegen soUen. 

Hierauf gebe man fiir jeden dieser vier Falle den Werth der 
Ordinate y des allgemeinen Punktes P in der Form 

4) y = f{x) 

an , berechne die Differentiale von y und fiihre (im Sinne 
der §§ 2 — 7) Fehleruntersuchungen aus, dabei annehmend, 
dass die geraessenen Bestimmungsstiicke mit geringen Unsicher- 
heiten behaftet seien. *) 



*) Die Gleichungen der analytischen Geometrie der Ebene 
und des Eaumes bieten (wie die der Planimetrie, Trigonometrie 
und Stereometrie) eine unerschopfbare Quelle fiir Aufgaben, welche 
Differentiationen und Unsicherheitsberechnungen betreffen. 
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Sodann beniitze man die gewonnenen Ergebniase (wie auch 
zam Theil die der vorauagegangenen Faragraphen) um Genauig- 
keitsberechnungen fiir einige derjenigen Verfahren. anzustellen, 
welche in der Geodasie fiir daa Aufauchen von Zwischen- 
punkten einor Geraden (falls Hindernisae vorliegen), fiir 
das Abstecken von Lothen und Parallelen (Sonder- 
falie der Lage von geraden Linien) in Gebrauch sind. 

Die geodatisete Seite der angedeuteten UnterBuchungen be- 

treffend, moge tolgende Literatur genannt werden: 

Bauernfeind, VermeBaungskunde, § 21 — 25 der 7. Auflage des 
11. Bandes. 

Hartner-Wastler, Geodasie, 7. Auflage, Nr 161 (S. 246). 

Jordan, Vermesaungskunde, g 177 der 3. Auflage des II. Bandes 
(wo auch Arbeiten von Schreiber und Nagel genannt aind). 

Vogler, prafctische Geometrie, Theil I, § 222. 
V. Znverlasaigkeit der recht wi nkl ig en Co- 
ordinaten I und J? eines Punktes P, welcher als 
Schnittstelle von irgend zwei ebenen Linien be- 
st i m m t i s t ; z. B. als Schnittpunkt zweier Geraden, oder einer 
Geraden und einra Kreises, oder zweier Kreise ; u. s. f. — 

Durch die gegebenen (oder erst aufzustellenden) Gteichungen 
der beidcn Linien, hat man die Coordinaten | und JJ ; mit diesen 
auch dereii Differentiale; durch letztere (wenn den betreffen- 
den Bestinunnnffsstiicken Unsicherheiten anhaften) die Grundlagen 
der vorzunehmenden Zuverlassigkeitsberechnungen in 
Bezug auf § und »?. 

Manche der hierher gehorigen Falle aind (doch in etwaa 
anderer Form) hereits im Voransgegangenen enthalten. 

Es ist z. B. das „Vorwart sabachneiden" (§ 4) eine 
Punktbestimmung durch zwei Gerade, nSinlich dnrch zwei 
Rich tun gen. 

Ferner ist die im § 6 behaadelte „P o larmeth od e" auf- 
fassbar als Beatiramang von B (siehe die Fig. 15 auf Seite 41) in 
Bezug auf A C durch eine Gerade (Riehtung a) und durch einen 
Kreis (aus A mit dem Halbmesser e). 

Weiter kann das im § 7 besprochene Messverfahren so. an- 
gesehen werden, als ob die Lage des Punktes C gegen eine Stand- 
linie AB (Fig. 18 auf Seite 46) dnich „Bogens chni tt" be- 
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stimmt worden aei , u&mlich durch zwei Kreise i und /;, , 
welche aus A und B mit den Halbmessem h and a beschrieben 
sind. Wird die Bicbtnng AB als die der positiven | genommen 
tmd A als Goordinatenanfaiig, so ist C bestimmt durch die beidf^n 
Kreisgleichunge n 

6) |> + ,> = f 

6) (c — |)' + 7' = o'. 

Aus diesen folgt 

c^-a^ + b^ 
' "20 

(was auch durch den , Cosinusaatz " hatte gewonnen werden 
kdnneu); feruer 



8) )j=/&'-|^ = u. s. w.; 

damit abei bat man d§ , dtj; mitbin alles, was sicb auf die 
Zurerlaasigkeit von ^ und t^ bezieht. 

AU Literatur, hauptsSehlich die GeodaBie anlangijnd, iet 
fiit V und das ihm Nabeliegende zu beachten; 
Jordan, Vermessungakunde, § 62 der .^. Auflage des TI. Bandes; 
auch der Schlusseatz des § 101 dea I. Bandes. (Betrifft die 
Punktbestimmung durch .Bogenschnitt'.) — 

Femer § 99 u. tolg. der 3. Auflage des I. Bandes. (,Mitt- 
lerer* Fehler dee SchnittpunkteB zweier Geraden. Fehler- 
curven; Curven gleicher Genauigkeit; FehlerelUpsen.i 

Weiter § 103 u. folg. desselben Bandes. (Verachiebung 

eiuer Ereistangente zufolge der Anderung des zugehOrigen 

PeripheriewinkelB. Wichtigfiir daa .Seitwartsabaehneiden" 

und ,Riickwa,rt8abschneiden', also fUr die .Potheuof- 

Bche PunktbeBtimmung", bei welchen MeBSweisen ea be- 

kanntlich auf den Winket ankoinmt, unter welchem cine Strecke. 

die als Kreissehne auffassbar ist, von deni zu beBtimmenden 

Punkte aus erecheint.) 

VI. Genauigkeit der durch die Fig. 39 darge- 

atellten unzugSnglicben Entfernung PiP^^a, 

welche abgeleitet wurde ans de r Standlinien lange 

AB. = h and den vier ihr anliegenden WinkeU a,, 

«a, ^1, ft, die mit den kleinen Un s icberh e i t en Jb , 

z/tti, ^Ui, ^/?i, z//3a gemessen worden sind. 
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Die Entfernang s ist bestimmt darch die den Dreiecken 
J P] Pa , AP,B nnd AP^S entnehmbaren Gleichungen 




11) 



s2 =^,«-f j)i,si— 2pipi coa{a, — a^) , 



Pi 



sin («,+,?,) 
sin fe J 



sin (os + A) ' 
oder aach durch 

12) S* = (a:a — x,y + (y, — t/3)', 
also dureh 

13) s*=(2Ja cos as — i>i cosai)* + {piaina, — ^sina»)* 
unter Benutzung von Nr. 10 und 11.*) 

Hiermit liat man die M6glichkeit der Berechnung der Diffe- 
rential e 

(>i>S , do,s , ba,S , dftS , bfi,S , 
daher auch die Grundlagen von Genauigkeitauntereuchungen. 

Vn. Fehlerfortpf lanzung in geodatiachen 
Dreiecksnetzen. 

Das im Voraosgegangenen (besondera in den §§ 4 — 7) fiir 
e i n z e 1 n e Dreieeke Behandelte lasst sich anf ganze (irgendwie 
gebildete) Ketfen oder Netze von Dreiecken erweitern. 



*) trber andere Bestimmunjpweisen von 8 aiehe Bauernfeind, 
TermeBBongsfcnnde, 7. Auflage; Band II, § 36, Nr, 5. 
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Es kana z. B. die Unsicheiheit der Lageabestiminung des 
Punktes E {Fig. 40) mit Benutzung von Differentiatioaen be- 
rechnet werden, wenn die Lage von E aua der Lange und Lagu 
einer Grundlinie AB^h und aua Wink el me a sua gen ia deu 




Dreiecken ABC, CSD, CBE abgeleitet -wurde , die Unsicher- 
lieitcit der gemessenen Stticke aber bekannt siad. 

Derartige Untersnchungen miigen hiermit angoregt sein. 

Eine der^Rlben beflndet eich im § 20 der 3. Auflage dea III. Baniles 
ron Jordan's Handbuch der Yermeaaungakunde. Sie bezieht aich 
aiif „mittlere" Fehler und benutit die Muthode der kleinston 
Qu adratesummen . 

VIII. Unsicherheiten heim AbsteckenvoaCurvea. 

Von zwei geradlinigen Stiickea gi und g-i (Fig 41) emei 
Straaseaachae oder Eiseabahaachse nioge aagcaoninien 
werden, dass sie durch einen Kreisbogeii zu vcrbmden ieien, 
dessen Halbmeaserlange r vorgeschrieben iat. Man liat (soil fernei 
vorausgeaetzt werdea) den Schnittwinkel w mit emer kleinen tJn- 
aichcrkeit t/w gemeaaen. Nun sind, von aua, die Stiecken 

0^1 = 0^3 = ^, OM=m 
aufzutcE^en, welche den Bogenaafang Ai , daa Bogeaeade A3 uad 
dip 15<igeamitte JIf bestimmea. 

Es sollea dieae Streckea t und fn , win iiuch die ihaea aii- 
haftendea Unsicherheiten ^t uad ^m berechnet werden; lotztere 
ausgedruckt duich r, co und ^w. 

Fernei' aoll man Genauigkeitauaterauclmngen fiir das Ab- 




Diiferenaen und Difl'erentiale. Emtacho unJ mehrfaclie Differentiation. 79 



stecken Ton ZwiscLenpunkten des Kreiabogens A, M A^ vor- 
nehmen. 

Endlich soUen fiir derartige Onteranchangen auch die ge- 
meinp und die cabische Parabel (aa Stelle dea Kreiaea) 
in Betracht geaogen werden , weil aie im Strassen- und 
E isenbahnbau ehenfalla ala Verbindnngacurven zui Benutzimg 
koinmen. 




Es iat (siehe Fig. 41) 



Hieraua folgen die Wertbe der Differentiale dt und dm-. 
dann Jt, Jm u. a. w. — Man benutze, wenn n&thig, die nacb- 
Etebende Literatur, welcbe vorzflglich fiber die Curvooab- 
ateckungsweiaen Auakunft giebt; 

Bauerafeind, VermesBungakunde; 7. Aulbiga, Bajid 11. § 26—32. 
Jordan, Vermesaungakunde; 8. Auflage, Band 11, § 178- — 188. 
Mobr, Tradrung und Brdbau; S. 18—24. 
Vogler, praktische Geometrie; Theil I, S 216—224. 
IX. GenauigkeitaunteisTichunf; markacheide- 
riacber Mesaungen. 

Auch fiir bergmanDische ZireckB werden Fehierberech- 
nnngen auf Grund der Differentia] re eh nung nOthig. 

liber den oft vorkommenden Fall einer S chacht lo thung , 
bei welchem die markacbeideriscbe Auscblnasmesaung nnd 
Orientirungaubertragnng dnrch einen seigeren Seliacht 
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za erfolgen hat, sehe man: Bauernfpind, Ve rm es sun gak nude 
7. Auflage, Band H, § 186. 

Ferner beachte man beziiglich der Unsicherheiten, welche bt 
Lothungen in seigerpn Sehachten vorliegen , die ii 
„Li+(iratutverzeichniss" genannte Abhandlnng voa P. Uhlich. 

X. Fehlerherechnungen, di e K e 1 1 enl inie u n 



iatioii. ' 
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16) 
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Man berechne die nnendlich kleinen Veranderungen dy und 
(is , wie auch (nahertmgsweise) die endlich kleinen Ji/ imd -Js , 
welche die Ordinate y und die BogenUnge s erfahren, wenn (bei 
unge&ndertem x) der Parameter k sich uin dk, beziiglich Jk, 
andert ; oder weun, bei unTerandertem i, die Abscisse :c iim dx, 
beziiglich ./x, wSchst. 

Auch erweitere man die Verfinderungaberechnongen (oder 
Fehiemnterauchungen) auf die Gewolblinie von der Gleichong 

17) j,=|_(,i:- +,-'-). 

{Oher die Letztere aiehe § 25, B.) 

§ 14. Orenzenregnlirimg bei Versduedeuheit des Bodenwertlies. 

AIs Beispiel dafur , dass die Differentialrechnung benutzt 
werden knitn , wean es sich um Grenzenanderung von 
Grundatiicken handelt , moge die Lijsung der nachfolgenden 
A u f g a b e dienen : 

Es BoU die gebrochene Grenze BCD (Fig. 42) der beiden 
Gmndstiicke ABGDEF und BGI)C (die verschiedenen Be- 
sitzem gehoren 1 durch eine g c r a d e HJK eraetzt werden, welche 
parallel xa. BQ liegt. Die Gmndstiicke haben nicht gteiche 
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aBonitat" ; ihre Flachenoinheitswerthe verhalten sich wie nun. 
Selbstverstandlich soil keiner der beiden Besitzer darch die 
Grenzenandernng Schaden erleiden. 




Zimachst ist einNaherungswerth des zn bestimmeiiden 
Abgfandea x bereehnet worden, indem man die Flaehen BHJC 
und JDEK als Rechtecke (von den Seitenlangen BC = a, X, 
J)E=^C, h — x) ansah, mithin 

1) ax • n = c(b ~ x) ■ m 
Betzte. Dies hat 

2) - = -^ 

av -\-c 

ergeben, wobei 



das voi'liegende Bodenwerthsverhaltniss iat. 

Nach der Gleithujig Nr. 2 hat man x berechnet und die 
geradlinige Grenze HJK demgemass abgesteckt. Nun aind die 
Flicheninhalte BHJC and JDEK genau gemeaaen (ans je zwei 
Dreiecken zusammengesetzt) und verglichen worden. Hierbei hat 
sieh ergeben, daas ihr Verhaltniss nicht scharf den Werth v hat 
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(den es haben muss, wenn keine BeuachtlieiliguQg eines der Be- 
sitzer eintreten soil) , sondern mn den kleinen Betrag Jv Ton v 
abweJcht. 

Man veilai^t, dass aus Nr. 2 nntei Benatzung der Differeatial- 
rechnui^ derjenige kleine Betrag i4x abgeleitet werde, um welchen 
der NaherungBwerth x zu andern iat , damit das Flacheninbalts- 
Terh&ltniss aus v -{- Jv in v flbergehe. 

LSaung. Die Gleichung Nr. 2 giebt durch Differentiation 

4) dx = -. ; — 7i-«w = ~— J — dv . 

' [av -f- cy he 

Demnach hat man naheiungsweise in 

5) Jx-= -. j — .-^Jv= — Jv 

[av + c) " be 

den Betrag, um welchen der durch Nr. 2 gelieferte Naherungs- 
warth (tod x) verbessert werden muas. 

Wird nun die geradlinige Grenze HJK mn diesen Werth Jx 
verBchoben, bo werden die neuen Flficheainhalte JDEK und 
SHCJ wahrscheinlich in einer fiir die Praxis vollkommen 
hinreichenden Weiae das Verhaltnisa v haben, Sollte es 
noch n i c h t der Fall sein, ao ware das Verfahren zu wieder- 
h o 1 e n , um die noch vorhandene Abweichung (von v) zu be- 
aeitigen. 

Anmerkung. Die vorrtehende Aufgabe ist von Voigt iiu! 
Seite 20—22 des Jahrganges 1886 der Zeitsehrift fiir Ver- 
meesungswesen als eine der Landjuesaerprasis ent- 
stammende bebandelt worden. Er hat daeelbst auch ein Zahlen- 
beiapiel gegeben. 

§ 15. Am der Theorie des Elsenbahnoberbaues. 

Fiir die Ingenieurwissenschatt, insheaondere fiir die 
Dntersuchnng stetig gestiitzter Stabe, welche in der Lehre 
vom Eisenbahnoberbau nothig wird, ist ea von Wichtigkeit, 
zu wissen, dass der vierte (auf X bezogene) Differentialijuotient 
der Function 

1) 3/ = 

j{(Uie*'+ U^e'^')coskx4-iV,^'i' Fae-*^)sinA:cj, 
in welcher e die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet, 
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Ui, V3, V], Ks und k aadere constante Grdssen sind, die Eigen- 
schfift hat, dem negativ genommeneu Weiihe von ik*y gleich zn 

Man weise dies nach durch Berechnung der Differential- 
quotienten 

dy d*y d*s d*t/ 
dx ' dx* ' dx' ' dx* 
Ltiaung. Aus Nr. 1 folgt zun&chst durch oinmalige Diffe- 
rGntiation : 

2) ^* =ii-{[(P, + F,).'--(P,-F,)<.-"]™.ti 
— KR - VO e" + (K + V,} e-"] Bin is} ; 
t'erner durch zweimalige ; 

''' dx' ^ 

k'Ur,e" — r, e-") mkx — (V,^' — V,e-") tinkxY, 
durch dreinialige : 



« -0=''{[(-f''+''')«' 


+ (K + 


F,).- 


"J CO 


ikx 




-[{u, + r,)i," + {U 


-F.)e- 


"] Bin 


kx].. 




endlich 


durch viermalige : 
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6) 


dx* 


= 








— 24 


*[{U^^^-^h\e-^')cashx 


+ (F,6" 


+ n 


e'^') 


sin kx 


Mithin 


iat, gemflBS Nr. 1 und 6, 










6) 




4*'!-, 








was uachzuweisen war. 











% 16. Qnersohnitte und Spanoiuigflii hangflnder F&den nud Eetten 
von vorgesohrlebener Form. 

Ein Tollkommen biegaamer, nicht dehnbarer, nur der Schwere 
unter lie gender, gleicbformig dichter Fa den (oder I'ine derartige 



') Zimmavmann. die Berechnung dee BieenbahnoberbaueB; 
10 — 12. 



r 
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Kette mit asendlicli kleines GUedern) mfige zwiaehen awei feste 
Punkten A mid Ay (Fig. 43) aafgehangen sein, 

Man will den Faden, welcher im Scheitel S den Qnerachnitt q 
hat , durch geeignete Qaerschnittsveranderliehkeit zwingen , ii 
Gleifhgewichtsznstande die Form der Curve 
1) !< = «») 




Ea soil berechnet werden, nach welchem Gesetze der Q « e r - 
schnittainhalt g sich andern muss und auf welche Weise 
daiui die Spannung T in dem Faden veranderlich ist. Be- 
stimmter gesagt : man verlangt ^ ausgedruckt durch q^ und Differen- 
tialquotienten von fix) ; T in der entsprechenden Weise. 

L 6 sung. Der Faden wird sich im Gleichgewiehte befinden, 
wenn der, sehr klein gemeinte, an der allgemeinpn Stelle P (Co- 
ordinaten OF' = x und P'P=y) liegende Fadentheil 

PP, = Js 
im Gleichgewichte ist (wobei s die Bogenlange SP bezeichnet). 
An diesem Fadentheile wirken drei Krafte ; n&mlich in P die 
Spannung T , unter dem Tangentenwinkel i (gebildct mit der 
positiven Seite der Abscisaenachse) schiet nach unten ; ferner in P| 
(.Coordinaten x-\-Jx, y-\-Jy) die Spannung T-f-.^T, onter 
dem Tangentenwinkel r-f- z/r, schief nach obon ; endlich , senk- 
recbt nach unten , daa Gewicht des Fadentheiies , also q^Jseg, 
wenn mit £ die Dichtigkeit des Fadens bezeichnet wird, mit g 
die Beschleunigung der Schwere, mit gm der inittlere Querschnitt 
von Js. 
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Gieichgewic. ht herrscht mithin fur den Bogentheil Js, 

2) (r+^2')co8(T + z/T)— 2'cosi = 
und 

3) (2"+ 1T)^in{T^Jr) — TsiaT = gq„eJs 
ist. 

Hieraus folgen ftir das Dif f e r e n t ial des Fadenbogena die 
Oleic hgewiciifsbedingnngen 

4) dTcosT^O 
and 

6) d Tsinx^gqe ds . 

%\e. koonen auch in den Fortnen 



ds 



e) 

beziiglicli 

7) dT^ = gqeds 

gegeben werden. (Man vergleiche Theil II, S. 214—216; auch 
Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, Theil I, 
S. 96 der 2. Auflage.) 
Aua Nr. 4 folgt : 

8) r cos T = Constante. 
Da nun fiir den besonderen Werth 

die allgemeine Spannung jf zur Scheitelspannung, welche 
To heisaen miige, werden mnss, so giebt das 

9) To = Constante. 
Ea ist mithin, gemftsa Nr. 8 und 9, 

10) r=2'osecT, 



11) T= i;|/i + tan»T= %Vi + f'{xY=nv-i.^y'^. 

Ferner geht Nr. 5 mit Benatzung von Nr. 10 fiber in 
d I'd tanr^fjrgtds. 

Man hat also : 
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•l- 


ge 


Vi-hy'dx ' 








Oder 














12) 


i- 


9^ 


y 








gleichbedeatend 


mit 












13) 


q-' 


_ n 


V\^f\xY 








Ana dieaer 


Gleicliung Nr. 13 aber folgt , 


wenn 


man 


sie auf 


den Scheitel 


, also 


auf X 


^ , anwendet : 









«.=^-r(o). 

Die Scheitelspannang hat aonach den Werth 

Mit seiner Benutznng giebt Nr. 13 fur den Q uer schnit t : 
^ ?"W_ 

* rw^'i+rw'" 

ferner Nr. 11 fiir die Spannang; 



16) 



16; 



T=>/T+7>F-l^. 



Dnrch diese Gleichungen Nr. 15 und 16 ist die gest.ellte Auf- 
gabe gel6at. 

Anwendungen biet.en die beiden folgflnden Paragra]iheii. 

§ 17- Parabelformige H^efaden. 

Der am Anfange des vorigen Paiagraphen genannte Fade.n 
soil genothigt werden , die Form einer gemeinen Parabel 
anKiinehmeii , welche sich in der durch A SA^ (Fig. 43) ange- 
deuteten Lage befindet, mit. dem Scheitel S um )» vom Coordinaten- 
nrspiungc 0, absteht and die Patameterlftnge ^p hat.*) 

Zu berechnen ist, nach welchem Gesetze die Querschnitte q 
gewShlt werden mflsaen and wleviel die Spannung 2" diuin an 
jeder Fadenatelle betragt. 

*) Kewit man nicht ji, HOndem die Spannweite AA^^^Ia und 
die EinsenkungatiefB MS'=c, so kann ji leicht durch a und e aua- 
gedriickt werden. 



i 
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Liisnng. An Stelle der Gleichnng Nr. 1 des § 16 hat man: 



2i, ' 



mithin 
2) 



f{i) = 



r(«)=i, r(o)=4-- 



Daher, ^em&sa Nr. 15 und 16 Ton Seite 86, fQt den Que 
hnitt: 

„_ P_ 



3) 

fiir die S 
4) 



Vp* + . 



= «o, 



fur die Scheitelspannung: 

&) ^a=9^a<,p- 

Da yp^ -\~ w" liekanntlich die (aehr leicht conatruirbare) 
Lfinge der Normal e der Farabel bedentet (siehe § 20, B), so 
lehrt Nr. 3, dass die Q a e r s c h n i 1 1 e jener Normalenlangg u m - 
gekehrt proportional sein miiaaen ; ferner aagt Nr. 4, dasa 
die Spannungen ihr direct proportional siud. 

Die auf die Flacheneinheit des Querschnitts kommende 
Spannung wachst, vom Scheit«l ans , wie daa Quadrat der 
Norm ale nlflnge ; ps ist n&mlicb, laut Nr. 3 und 4, 
T 



6) 
fiir den Scheite 

V 
Ferner hat man 


Bern 


iss Nr. 3, 4 nnd 5: 


8) 
9) 








§18. 


EnisfBmigfl HUngeKden 



Bs moge vorausgesetzt werden, dass der im § 16 genannte 
Faden ASAi (Fig. 43 auf Seite 84) gezwungen werden solle,. 
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im Gleichgewichtszustande die durch die Fig. 44 dargestellte 

Halbk rpiBform AOAi (Durchmesser AAi=^2a) za habeii. 

Man berechne wieder das Gesetz fiir die da tin iiothigea 

Querschnitte q mid das fur die herrschenden Spannungen T. 



A M 


'J' 


A, 


X~" - 


V-^J„ 


vJ 


\ 


/ 


^ 



O P' 

L 6 s II n g. Die Fadenform-Gleichung (Nr. 1 des § 16) lautct 



1) 


!( = o— (/o' — »", 


Ea ist alH 




2) 


f (t\ ^ f" fr^ '^^ 


'^"^ Vli^^'- ^'■'^ Va'- 




r(o)=^. 


Hi.miH 1 


pfoi'D die beiden letzten Gleiehungeo d 


3) 




nud 




4) 






Sip konnt 


1 auch in den Potmen 


6) 


'-(0-%''" 


und 




c) 


J. a^ffeqo 


. .gesebra » 


crden. 
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Es mfissen also , gem&ss Nr. 5, die QuerschnlHe um- 
gekehrt proportional den Quadraten der Abatande von der 
VerbmduBgsgeraden AAi der Aufhiingeponkte genommen werden. 

Die Spannungen sind dann (laut Nr. 6) der erst en 
Potenz jener Abstande umgekehrt proportional. 

B. 

Da, wie Nr. 7 lehrt, der Querachnitt an den Aufhangepunkten 
A umd A, (Fig. 44) unendlich gross sein miisate , so ist 
die voile Halbkreisform, oder eine ihr nahe kommende, 
thatsachlich n i c h t eizwingbAr ; wohl aber konnen flache Kreis- 
bogen leicht przielt werden. 

Man erweitere demgemfiss das imter A Entwickelte auf den 
Fall, dasa atatt des Halbkreisea AOAi derKreisbogen JSOBi, 
fiir welchen 

NB = NB, = fc, NO=^c 
ist, die Fadenform werden soil. 

Insbeaondere lierechne man , welche Wertlie die Scteitel- 
spannung To, die Spannung Tf = { am AufMngepunkte S nnd der 
Querschnitt g'„ = c an der letztgenannten Stelle haben, wenn die 
Spannweite BB, = 40 Meter, die Pfeilholie NO ^ 1 Meter, der 
Scheitelquerachniit q^ := I Quadratniillinieter ist und der Faden 
die Dichtigkeit c = l,02 hat. 

Andeutungen zur Loaung. Die Gleithuug Nr. 1 gilt 
auch fiir den Kreisbo^en BO Si. Doch ist a iiivht gegeben, 
aondern durch die Beziehung 

7) «'^h'+{u-cr 

bestimmf ; mithin 

8) » = -2— ■ 
Diea hat man in Sr. 5 und 6 einzufuhren. 

Far denSonderfall (6=20 Meter, c= 1 Metfr, . , .) ist 

9) a = - — ^tJ^= 200,5 Meter: 



Anmerkung an den §g 16 — 18. Im TorstehBuden (auf 
Seite 85 — 89) sind die Gleichungen Nr. 4 und 5 lies § 16 be- 
nutzt worden, um iilr einen homogeneii HSngefaden von vor- 
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geBchriebeoer Form die Querschnitte und die Spaimungen zii 
berechnen. 

Ist der Faden nicht homogen, ein GesetE, nach wekhem 
seine QuerBchnitte aich andem eollen, bekannt und die 
Fadenform vorgeachrieben, so kOnnen jene Gleichungen 
dazu dienen, die Dichtigkeit « und die Spannnngen zu er- 
mitteln. Ein Beispiel hierfflr (elliptiBche Fadenfonn, q = kx^) 
aiehe; Fuhrraann, Aufgaben aus der analjtischen Mechanik, 
Theil I, Nr. 118 (S. 109 u. 110) der 2. Aufiage. 

§ 19. Venoisolite Anregongeii itnd Anmerkangen, 
das Oapitel I betreSend. 






BelastnngBlinien, Eettenlinien, Dmcklinien, Stiitzlinien. 
Die jBelastungaliuieit'', welche zn nKettenlinien* (,Drack- 
linien" oder nStfitzlLnien") gehOren, nftmlich durch ihren Flachen- 
inhalt die Belastungsart einer im Gleichgewithte befindlichen 
Kette (oder eines GewSlbes) darstellen, werden erst im 
IV. Theile dieses Werkea Behandlimg finden. 

Vorlanfig sei nur bemerkt, dass die Form der Belastungs- 
I i II i e AiBi (Fig. 45) sich aua der der zugehorigen Kettenlinie 




(Stutz- Oder Drucklinie) AB durch zweimalige Diffe- 
rentiation deJCHeichgng der letzteren ergiebt, Es ist namlich 
die „Belaw t ungshShe* 



1) 



da:^ 



wobei H di(! wagerechte Spannkraft dor Kette (oder 
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Stiitzliiiie) bfideutet, X, y und s so gemeint aind, wie die Fig. 45 
es zeigt. Naheres hieriiber : 

Keck, Elastieitatslehre ; S. 313 u. folg. 
V. Ott, Baumechanik , Theil I, § 32—36 der 2. Auflage. 
Weiabach-Herrmann, Ingenieur- und Maschmen- 
Mechanik, 5. Auflage, Theil U, Abth. 1, § 22. 
B. 
Das Princip der virtuellen Gesohwindigkeiten; 
Anwendungen desselben. 
Man sehe , wenn nSthig , iiber dieses Princip einea der im 
„Li t e r at ur V er zeichnisa' genannten Lehrbucher der theo- 
retiachen Mechanik {von Duhamel, Schell, Hitter, Weis- 
bach u. s. w.). Femer : Fuhrmann, Aufgaben aus der ana- 
lytisfhen Mechanik, Theil I, S. 116 n. 117 der 2. Auflage. Oder: 
Kraft, Probleme der analytiachen Mechanik, Bd. I, S. 617 u. folg. 
Die Benutzung jenes Princip a der virtuellen Ge a ch win dig - 
keiten giebt eine grosae Menge voa naturwiaaenschaftlichen und 
technischen Anwendungen der Differential rechnung. Beziiglich 
banwisaenschaftlicher Verwendung sehe man, Auskunft 
und Anregungen betreffend : Fuhrmann, Aufgaben u. s. w., 
Tbeil I, Ni. 135 (S. 122) der 2. Auflage. — Schell, Theorie 
der Bewegung u. a. w., S. 623, § 16, Nr. 1. — Kraft, Pro- 
bleme u. a. w.. Band I, S. 622—625; 629, Nr. 8; 640, Nr. 2. 
Es betrifft dieae Literatur 
I. das Gleichgewicht verschiedenartig gestatz- 

ter Balken; 
n. dasjenigo einer Klappbrucke; 
m. daa einer St&beverbindung, welche mit glatten 
Gelenken veraehen ist. 
C. 
Schluesbemerkung zum I. Capitel. 
Ala Erganznng ond Erweiterung dea voratehenden 
Capitels I worden die (auf naturwisaenschaftliche An- 
wendungen der Differential rechnung sich beaiehenden) §§ 1—7, 
12, 15, 18 und 19 des ersten Theiles dieses Werkes hiermit 
der Beachtnng besondera empfohlen, weil sie zur Bauwisaen- 
schaft nahe Beziehungen haben. 



Oapitel II. 

LINIEN UND FLACHEN. 

A. 

EINFACH GEKRDMMTE LINIEN. 

(Cor Ten in der Ebene.) 
§ 20. Einleitende Anfgaben. 

A. 

CnterBuchung dea Laufea einer Linie, welche Mes^iinf^s- 

ergebnisse darstellt. 

In der Ablichen Weise (siehe Theil I, §21) miigc, aus M«s- 

snngen entnommen worden sein, dass zwischen irgend zwei 

verandetlichen Grfissen x und y die Beziehung 

1) i/=^x*{c-^x) 

stattfindet, wobei c eine hekannte positive, conatante Zahl bc- 
zeichnet. (Als Beispiel zu empfehlen: c=^0.3.) 

Man soil die Form derjenigen C u r v e ermitteln, weluhe das 
dorch Nr. 1 ausgesprochene ti e a e t z darstallt , falls die Ver- 
anderlichen X nnd yals rechtwinklige Coordinaten auf- 
gefaaat warden. Insbesondere aoU man berechnen 

I. wo die Curve mit den Coordinatenachsen Punkte g e in e i n hat ; 
n. wo sie ateigt, wo sie fa lit, wo Gi p f r 1 pu n kte und 

wo Sohlpunkte liegen ; 
III. an welchen Stellen sie nach oben gekmmmt ist und an 
welchen anderen nach unten; ob und wo sie Wen de- 
punk te (Inflexionsstellen) hat. 
Die Coordinatenachsen sollen dabei in der gewobnlichen Lage 
vorausgesetzt werden ; also die positive Seite der X-Achee horizontal 
nach rechts, dieselbe Seite der T-Achse senkredit nach oben. 
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AUe zwiBchen T «) liegenden Abacisaen sollen fur die Unter- 
sachang der Carvenform in Betiacht kommeu. 

'dHung. ZaniLcIist lehrt die Gleichang Nr. 1, dass die 
zwei Piinkte mit der X-Achse gemein hat ; n&mlich die, 
deren Absciaaea 

2) x = — C nnd a;^0 

sind ; fprner, dass sie links von dem erstgenannten Fonkte , der 
Pi heissen moge, u n t e r jener Achse liegt, rechts von ihm ateta 
aber derselben; dass also Pi ein Schnittpunkt ist, hin- 
gegen der zweitgenannt.e Punkt, namlich der Coordinatenanfang, 
welcber wie flblich lieiaaen soil , ein Beriihrungapunkt. 
Fprner fintnimmt iiian dem aus Nr. 1 folgenden Werthe des 
era ten Differentialquotienten von y (nach a:), alao der Gleiehimg 

3) y- = 4 iC (2 c + 3 a:), 

dasa die Carve bin zu dem Punkie * 

4) x^ — I c, 

wdcher Pj heissen miige, immer ateigt; daaa sie von Pj bis 
atets fa.lit; von hier aus (mithin fiir alle positiven Abaciaaen) 
abeiinals immer aich ochebt, wie linka von Pi.*) 

Endlich tehrt dor z w e i t e Differential quotient von y, namlich 
die Gleiehimg 

6) f = 3x-\-c, 

dasa die Curve bia zu dem Punkte 

6) x=~-^C, 

wekher Pj genannt werden aoll, ateta nach o b e n gekrmnmt iat, 
von ihm aus {nach rei'hts zu) immet nach u n t e n. 

Es hat also die Linie in Pb einen Wendepunkt; ferner, 
nach dem vorher Gefundenen , in Pa einen Gipfelpunkt, in 
einen Sohlpunkt. Fur die Wen depunkta-Ordinate, 
welche i/s heissen moge, giebt Nr. 1 : 

fui' die Gipfelpunkts-Ordinate, welehe ^ genannt 
werden soil : 
8) «/,=y„,., = ,Vc». 

') Ober die hier und im Folgenden bezflglich des Lanfes ebener 
Curven bemitzten SStze der Differentialrechnung eehe man, wenn nOthig, 
Sciiloniilch, Compendium der bjiheren Analysia, Band 1, % 19> 
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Die Ergebnisse in geeignetem Maesstabe aufzuzeichae 
fa fur C ^ 1 oder C ^ 0,3) sei hiermit dringend angerathei 




Tangenten, Normalen u, a. w. der gemeinen Parabel. 

Fiir diB gemeine Parabel, deren Eigeuschaften bekaimtUch 
aaf vielen Gebieten der Technik, .insbesondere des Bauwesena, eine 
wichtige Rolls spielen,*) sollen — unter der Voraussetzung, dass 




die Linie den Halbparameter p and gegen daa Coordiaatensystem 
die durch Fig. 46 angegebene Lage hat — berechnet werden : 
I. die goniomi^trischen Fnnctionen Sinus, Coainus und Tangente 

dew Beruhrungswinkels i; 
11. dieLangeder Subtangente FT, der Tangents JP, 
der Subnormale P'N und der Normal e FN, 

III. die Lange der Abaclnitte OT und OJJ, welche die 
Tangents auf den Coordinatenachsen bildet; 

IV. die Gleii^hung der Tangents nnd die der Normale; 
V. die Lange des Kriim mung sh albme sa er b nnd die 

der Coordinaten des Krummungsmittelpunktea; 
VI. die Gleichung der Evolute. 

*) Man sehe z. B. § 23 und § 29, Absclmitt B. — Ferner: Bauern- 
feind, VermesBungskunde , g 26, Nr. 2 der 7. Auflage des II. Theiles, 
(Verbindungacurve fflr Kwei geradlinige EiaenbahnachBen.) — Dea- 
gleichen: Hecht, Abstecken von Eisenbaim- und Strassencurven, S. 31 
bis 111 des I. Theilea; 1893. ~~ Auch: Centralblatt der Bauver- 
waItung,BandXI(Jalirg, 1891), 8.144. (v. Metzacb; fiber daa Zeichnen 
. der Parabel fllr FilUe der Baupraxis.) 
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Nor die Coordinaten {x, y) des allgemeinen Curvenpunktes P 
und die LSiSge p des Halbparameters F F sollen hierbei als be- 
kannt geiten. 

L fi s u n g. Unter den genaimteu Voraussetznngeo bat die 
Parabel dip Gleichung 

9} y= V¥px , 

wenn, was offenbar geniigt , nur der obere Theil der Curve in 
Betracht gezogen wird. 

Demgem^as folgt , nach bekannten Sfttzen dei Differential- 
rechnung, *) 



lO) 

II) 



' 2x V 



Vp"- -\- y^ ' 

Lange der Subtangente F'T= 2x; 



14) , , Tangente TP=y2x{p-\-2x)=^^-^^^ : 

15) , „ Subnormale P'N^p; 

16) , ^ Nortnale FN = )/p (p -\- 2 x) ^^p^ -\- y~' : 
17} X-Achsen-Abschnitt der Tangente ; OT= — x; 

18) r-Achaen-Abschnitt „ „ : OU = ^}/2px= hy. 
f erner ergiebt sich , falls mit u die Abacisse , mit v die 

Ordinate des allgenieirien Punktes der Tangente bezeichnet wird, 
ala Gleicbang der letzteren : 

19) _.1+^ = 1; 

X ' y ' 

and ala Gleichung der Normale, wenn die Coordinaten 
des allgemeinen Normalenpunktes ^ tmd r^ genannt werden ; 

20) -^ + -^L=i. 

*) Man Hehe beziigliuh dieeer Sa,tze: SchlCmilch, Compendium 
der Mheten AnaljaiB, Band I, § 20—22, 
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(Dabei sind die Formen der Gleichungen Nt. 19 and 20 ao 
gewfililt, dass die Achsenabschni tte det Tangente und der 
Normale hervortreten. Vergl. Nr. 17 und 18.) 

Weiter findet man fur die Litnge (► dea Krummungs- 
h a 1 b m e s s e r s : 

was in der Form 

22) (f = ~^ 

gegeben werden kann, falls mit n die dnrch Nr. 16 bestimmte 
Nonnalenlitnge beaeichnet wird. 

Flir die Abacissenlange /t und filr die Ordinate nlftnge v dea 
Krummungsmittelpunktes ergiebt sich : 

23) /i=p-\-3x, 



24) 
Al> 

3S) 


E 


vo 


» 


tengle 


P 

ch 


ang 


2a;cotT = 
erhait man 



Hiernach iat die Evolute der gemeinen Par;ibel identisch mit 
der Neil 'schen oder semicnbisehen Parabel. 

Anmerkungen. Nacb der Gleicbung Nr. [t liisst sich fur jedR 
Abscisse x sehr leicht der zugehSrige Parabelpunkt Pieiclmoriach 
auffinden, weil tiiir das geometriscbe Mittel zu p und 2 x (.on truirt 
zu werden braucbt. 

Ist P bestimmt, so geben die Gleichungen Nt 1 1 imd 16 (wekbe 
aebr beachtenswerthe einfache 8&tze an^^precten) acfnrt die zu P 
gehSrige Tangente nnd Normale, also amh len Berilbrungs 
winiel T.*) 

Auf der (nach unten gemeinten) YerlB,ngerung ler Let/teren 
liegt der ErUmmungsmittelpunkt welcher M hei'^sen mOge 
Sein Abstand von P (nanjlich f = PM) ist nacb der (rlei hnng 
Nr. 22 aus den Strecken n und p leicht zoicbnenei^h ableitbar. 
Best&tigang fQr die Lage you M kauu gewonnen werden, indeni 
man mittelst der Gleichungen Nr. 23 und 24 die Coordinaten /i 
und f conatruirt. 

*) Letzterer ist, wie aicb leicht zeigen tesat, gleicb dem Winkel 
^TPF', welcben die Tangente mit dem Brennatrahle F'P bildet. 
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Ea niBge dio Ducchfilhrung aller im Vorstehenden ^jenannten 
Con^tructionen keineefalls unterbleiben. 

Auoh ht RS rathsam, KemS^a Glekhting Nr. 25 die Evolutpn- 
f orm zu ermitteln, die Curve zu zeichnen und durch Versiiche Mich 
Ku uherzeugen, daBB beim Abwickeln eines Fadens die gemeine 
Patahel entateht, letztere also die zugehorige Evolvento ist. 

C. 
Kinige EigenBChaften der logarithmiachcn Spiiale. 
Die Polargleichung der Linie soil in der Form 
26) r = oe^e 

vorausgesetzt werden , wobei e die Grundzahl der niitiirliehen 
IjOgarithmen bedeutet. 

Fur daa graphische Rechnen*) giebt jene Curve be- 
kanDtlich eine L ogar i thmentafel und verdient sdion dcH- 
halb Beachtung der Techniker, 

Man zpige unter Benutzung bekaDnter S&tze der Di f fere n- 
t ) a 1 T e i; h u u n g •*) und mitteUt der Gleichung Nr. 26, dasa die 
Liuie (fur welche der Pol bekanutlich eiu asymptotischer 
I' u n k t ist) fol(;ende Kigenscbaften hat : 

I. Der Winkel vi, welchen dieCurventangente mit dem Leit- 
atrable bildet, ist von unveranderlicher GrOsse, n&mlith 
27) w = arc cot;?, 

■mm Beisijii-1 gleich ^ , also 450, wenu ,? = 1 .***) 

II. Dor Kr ii minungsh al bmes ser hat dieselbe liiiige, wie 
die P o I a r n r m a 1 e. 

§ 21. Sammelbeckenllnleii. 
A. 

Unfer den in der Oberscbrift genannten Gebilden sullen die- 
jciiigeii Linien vi'rstanden werden, welche irgend eine Eigenscliiift 
I'ines irgendwie geformten Sammelbeckens darstelbn. 



*) fiber dieaea eehe man die im ^Literaturverzeichniss" ^onannte 
Hchrift von Steinhanser. 

") Siehe, dieso Satze aniangend, SchlOmilch, Compendiiiiii der 
haheren Analysis, Tlieil I, § 23 und 24. 

'") Diese Eigenschaft der logarithmiachen Spirale ist benutzt wordou, 
um die fflr manthe Zwecke nOtbigea Scberen, welche conKtanten 
Ottnungawinkel haben, bersiUBtelleii. 
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Ah T! t'i n p i e 1 m6ge zunachat die im Naclifolgenden (unter B) 
Miandelte FUcheniuhaltsHnie volumengleUhei' 
kreiscyliudjischerSaininelbeckiMi dienoii. 
B. 

Wird die Lange des Grundflachenhalbmeasera elnea solelien 
k raise jlinderfomiigen Beckena mit x bezeichnet, die Hohe mit e, 
del' Flaeheninhalt (Boden -|- Mantel) mit F, der (als Constante 
gedai^hte) KiirpHrinhalt mit V, so ist 

1) F=nx''\-27txz 
und 

2) V=5ra;*i;. 
Alttn Imt man in 

X X 

die G 1 6 i ch u n g der F I a c h e n i n h a 1 1 s 1 i ii i e. Siu mope aiif 
ein rechtwinkliges Coordinatenayatem (mit ciner X - Aclise 
und einer i^-Achse) bezogen werden. 

Mau aielit zun&chst ans Nr. 3 , dt^a die Liuie eine nlge- 
braischo Curve d r i 1 1 e n Grades ist ; ferner diiss 

4) F... = «, 

dass also die F-Achse die Rolle einer Asymptote spielt. 

Pernor lelirt Nr. 3, dass fQt sehr kleine x nahernngs- 



5) F=2.~ 

X 

ist und zwiir liesto genauer, je kleiner x. Dies wivd duich die 
Anschauung beatatigt. 

Wciter aagt Nr. 3, dass 

6) -F, = „ = a> 
und filr sehr grosse x nahezu 

7) F=nx^, 

was ebenfalls durch die Anacbauung Bestatiguug fiiidct. (Fiir ein 
Sammelbecken kommt selbstverst&ndlicli nur 

8) < a: < CO 

in Betracht ; die bei Nr. 4 und 6 vom geometriachen Stand- 
punkte aua vorausgesetzten a:-Werthe der Curve sind mitliin fiir 
daa Becken ausgeschlossen.) . 
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Naheres fiber die Form der Flftcheninhaltslinie (Gleichung 
Nr. 3) lehten die boiden eraten Djfferentialquotienten von F nach x. 
Sie hahen die Werthi' 
dF 



dx 



= 2 ^3; 



10) 



[iix ,1 = 2 „ 

V X* / X- 



~dx* " 

Hieraua folgt (niehe § 20 , A ; inabesondere die am Fusae der 
Seity 93 stehende Bemerkung), dass die Curve stets nach der 
X-Aehne au ausgeliogen ist; ferner daas bei 

die kle instil Ordinate liegt und dieae die LSnge 



a passendci 



12) 
hat. 

Man zeichne biernach die Fiacheninhaltslin 
TUassstahe unil etwa I'ilr 

r= 8000 Cubikmeter. 
Ferner berechno man fiir jene Curve wenigstens theilweiae 
DasjonigL' , was in dem Abschnitte B dea § 20 fiir die gemeine 
Parahe] abgeleitet wnrden ist (auf Nfiher u ngs werth e und 



sondere Fftlle, 



L Sche 



e 1 der Linie, dabei Riick- 



L 



sicht nehmend). 
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Man ermittele zaniichst diejenige Gleichung, welthe den In- 
halt F der {ana fiinf Rec-htecken sich zusammeiisetzondeu) intiRrpn 
Auskleidangsflache als Function von X angiebi. Sotlann fasHO niau 
X und F ala rechtwinklige Coordinatcn auf und untprrmche die 
hif rduich erhaltene Gleichimg der Flacheninhaltaliuie der- 
artig, dass die Form der Carve aich ergiebt, anch die LSngen 
ihrpr Tangeuten, Normalen, KriimmungBhalbmPSHer 
u. a. w. bekaunt werden. 

Andeutungeii zur Loaung. Die Gleiciiuiig der Fiiiche n- 
inhaltslinie iautet: 

,3, j.= i,. + ?i!>H::_»)I. 

m ' nx 

Sii; unterscheidpt sii-h wenig von Nr. 3. Es gelten alan ini 
Weaentlicheii wieder die zu der letztgenannten Gleichimg gc- 
machten Bemerkungen. 

Fiir die beiden ersten Differentialquotienten von F nach x 
hat Tiiaii die (von Nr. 9 and 10 nicht aehr abweichenden) Wertlie : 



14) H^^'Vm"" 



16) 






2{m-i-n)V ^ 



Mittelst der Gleichungen Nr. 13 — 15 ergiebt sich (uiiter Be- 
iiutzimg naheliegender Abkiirzungen) sehr leieht daa in der Auf- 
gabe Verlangte. Ea sind nftmlich nur die voratehendeu drei Werthe 
in die Satze und Formeln eiuzufuhren , auf welche durch die an 
den Enden der Seiten 93 und 95 stehenden Benierkuiigeii hin- 
gewieaen wurde. 

Daa, was sich hierbei (unter Beriieksichtigung von Kiilierungs- 
werthen und Sonderfailen) ergiebt, kann ala eine Erweiteruug des 
im Abschnltt A des § 56 dea eraten Theilea dieses Werkes lie- 
hand elten angeaehen werden. 

D. 

Durch daa unter A, B und C Voratehende mOge die Anre^'ung 
zur Unterauchuntr anderer Sanimelbeckenlinien gegeben sein. 

Die fiir die. untersurhten gleichartigen F&lle erhaltenen Curven 
in eine einzige Zeiehnung (mit Benutzang von Millinieterpapior) 
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einzutragfii, ku vergleichen und hieraus Fol gc r ii n gt' n zn 
Kirlipri, ist enijjfehlenswerth. . 

Anmsi-kung. Han sehe §42, II. (als Erweitt-mng .les § 21). 

§ 22. Daoberlinien. 

A. 

Ciii'ven, wdche irgend eine Eigenschaft irgendwii' geforniter 
l)g,chpr dai'.itellen, mogen Diich'^rlinieti heissen. 

Die nnter B folgende FlScheninhaltslintt^ voluuien- 
gle-iclier Pyramidendftcher init quadratischom 
G^undrissn (wie sie bei Thutmen vorkommen) soil a\>^ 11 e i - 
spiel dienen. 

B. 

Daa iiberdachte Quadrat ABCD {Fig. 48) mtigp die Seiten- 
liiDge X haben; der Dachraum ABCDS den vorgeaelinebenen 
Kiirperinhalt V. 

Rg. 49. 




Man driicke zun&chst den aus vier congtuenten Drriiecken be- 
stelienden DachflScheninhalt F durch x und V aus. Hiernuf Heh« 
man x und F als rechtwinklige Coordinaten an und entnehme 
der hicrdurch sich ergebenden Gleichung der Flfieheninhalta- 
1 i n i e das Wichtigste fiber die G e s t a 1 1 der Curve, sowie fiber 
ihre Taugeuten, Normalen u. s. w. 

Andeutungen zur Losung, Es ergiebt sich leieht : 

Die Flaeheninhaltslinie ist also eine algebraize he Curve 
8 e f, h w t n Griides. 

Fur ^I'hr kleine x hat man nSherungsweise: 
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und Kwai' desto genauer, je kleiner x; fur sehr gros.ic : 

3) F = xK 

BoideH wjrd durch die Auschauang bestiltigt. 
Fenier lehrt die Glekhung Nr. 1, dass 

4) F^^o^x 
and auch 

5) i^x = »^QO. 

Man verjileiche, Nr. 1 — 6 anlangend, den Abschnitt B des § 21. 
Der erste Differentialijuotient von F nach x liat rlcn Wprth 

dF x^—isr^ 

Demgemass faUt die Linie bis zu der Stelle 

Ton >iipr an steigt sie immer. 

Fiir die durch Nr. 7 bezeiehnete Abscissa hat die Curve 
einpii Sohlpunkt (unteren Culminationspunkt) ; die Ordinat.p .?'' 
also den Kl eins t wer t h. (Es geht nSmlich hier der Werth 
Nr. 6 ana dem Negativen durch Null ins Positive iiber.) 

Weiterea ergiebt sich , wenn man die Satze zur AnwHndung 
btingt , auf welche die Fussbemerkungen der Si'iteu 93 und 95 
hinweisen. Auf Naherun[^swerthe und Sonderfalle ist 
dabei besonders Bucksicht zu nehmen. DeHglcichen auf das 
Z e i I- h n e n der Ergebnisse. *) 

§ 23. Brni^enbogflD, welche geradllnige Anfahrteu beriihreii. 
Tangenten an Wegacbsen. 

A. 
Die Steigung (siehe Fig. 49) 

zweier gcradltnigen Briickcnanfahrten Qili\ und (Jilii nei 
vorgescbrieben. Ebenso die Spannweite 
2) R, It^ = 2a. 

*) Der Abschnitt D dei! § 21 sei auch fflr den § 22 (nainlicb fSr 
I Diteherlinien) der Bcachtung ompfohlen. — Femer sehe man § 42, 
Abschnilt III. 
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Es sollen jonB Aiifahrten durch einen Brfickenbogen IiiSR% ver- 
Imiirlen m'rden , welcher die Form einer gemeinen Parabel 
hat , dBren Seheitel in S liegt und deren Atlise mit der Seiik- 
rechten SR" zuaainmenf&llt. Von dem Parabel bo gen wird ver- 
langt, dass er die geraden Linien ^i Ri and Qa I'-i in K, «nd R3 
hi-.TiWiie. 

Flc. M. 







^.^^■^ 


»- ^"^^ 


«, /IJ 


tY 



Die I.age des Scheitels S gegen die Wagerechte id J 
Bowie die Liinge 'p des Hal b p ar ameter s der Parabel sol' 
berechnet wcrden. 

Aucb soil man die Ergebnisse auf den Sondcrfall i 
wenden, in welchmii die 

Steigung =; 1 ; 50 

Spannweite ^ 48 Meter. 
L 6 snug. Wird das Coordinatensystem so gelegt, wie > 
Fig. 49 es K^igt, so lautet die Parabelgleichong : 

imbd Ri als der allgemeine Punkt der Curve geda.ht, a 
KR,=x, SK' --=y 

Dann gilt fiir den Winkel i, welchen die darcli R^ an i\ 
Bogen gelegte Tangente mit der positiven Seite der AbaciNs< 
achse bildet, bekanntlich die Gleichung 

4) tanT = -^ ■ 

ax 

Andereraeita aber ist, wegen der vorgeschriebenen Steigung 1 

Anfahrt, 
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Also hat man, gemSss Nr. 4 und 5 : 

clx n 
Mit.liiTi, wetren Nr. 3 ; 



dalifir ; 

als die geauchte Halbparameterlange. 

Feiner ergiebt sich fiir die Strecke R' S , uin welcho 
Parahd sell site! uber dor Wagerechten fiiifa liegt : 

8) R"S = ^- 

2n 

In dftm oben genaniiten Sonderfalle iat hiei'naLii 
91 p=1200 Meter, R"S — 0,24 Meter. 

Die Bi'euiiweite der Parabel betrigt 600 Meter. Es lipgt also der 
Brermpuukt 699,76 Meter imter der Wagerechten fliiJa; der 
Sdipiti>l 0,24 Meter fiber ihr. Der Schnittpunkt der geradlinigeu 
Aiifahrtf'ii QiRi und QaKi hingegen beflndet aich (der Stnigung 
gciniiss) in 0,48 Meter HObe. (Letzteres entspricht der Gleichun'? 
Nr. 13 de3 § 20.) 

Fiir jedes beliebige x hat man nach Nr. 3 und 9 dii.a ;/ 
dcs ziijieiiOrjgen Briickenbogenpunktes. 

B. 
Oft'enbar gilt das unter A Behandelte nicht nur fiir die gc- 
meine Parabel, sondern fiir jede Briickenbogenfonn von 

del' Gli^iiliung 

10) f{x,y)^0. 

Es bestelifn namlich atets die Beziehungen Nr. 4 und 5 ; mitliin 
gilt iiucli immer Nr. 6. 

Ditbei ergiebt sich der Werth dea Different ialquotient en -j 

aus der histreffenden Curvengleichung, alao aus Nr. 10. 

Wird ec in Nr. 6 eingefiihrt and x gleich der halbpn Spann- 
weite gpnommen, ao hat man cine Gleichung zur Berechnung der 
Fo'^tzaiil (Constante) der Linie. (Im Abaehnitte A war e^ die 
FestKubl /) ! 
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Ferner gilt daa Voratehende offenbar im Weaentlichen auch 
fttr difi Anffiiidung von Curven, welche geradlinifro 
Wegeachsen beriihrend verbinden sollen. 

Desgleichen gilt, ea fur daa Umgekehrte , namlich fiir d.i^ 
Bereclinen der Lage der geradlinigen Tangenten krummev 
Wegeachsen, wean letztere Yorgeschrieben {durch ihre Gleichuiig 
gegeben) sind. Auch dabei ist Nr. i die Grundlage der BereehiMing. 

Dip Losmig von Aufgaben der angedeuteten Art mSge hierrait 
aiigpi-egt sein. 

^ 24. Die .itJbergaDgscarve" der EisenbabneB. 

A. 
Wenn e3 sicli darum handelt , aus einejn geradlinii;i)u 
Theile ( — XO, Fig. 60) einer Eisenbahnachse in einen k r e i a - 
b ogenf orniigen (AAi) uberzugelien , so wird hierza einp 
cubiwcbo Parabpl {OPA) von der Gleichung 

1) W=: 

verweudet , welche die 
Eigenschaft hat, sidi so- 
wobl der Geraden , als 

auch dem Kreisbogon 
berfihrend so anau- 

schmiegen, dass die 
Kriimiaungahalb- 
messer der lietrefEen- 

Bcriihrangsstellen (0 and A) gleich sind. 

Man untersuehe mittelst Nr. 1 dieae cubische Parabel in 
Bezug auf ihre Form, ihre Tangentenlagen u. a. w. ; 
auch voranschauJiche und bestatige man die Ergebnisse 
der Rechnung durch Conatructionen. 

Insbeaondere zeige man, daaa die Lange der Subtangen t e 
dem dritten Theile der Abscisae gleich ist (also hiermit das 
Conatruiren der Tangenten und Nornialen sich in sebr einfacher 
Weise erledigt) ; ferner , dass die Lange Q dea Kriimmungfi- 
halbmeaaerw fur a;^0 unendlich gross wird (was fur 
die Cberfuhmngsawecke hesonders in Betracht kommt, 
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weil dann der Krummungshalbmeaser der Ctirve gleich dem d(;r 
betreffenden Geraden, iia,mlich gleich dem der Abscissenanhse ist). 
Weiter zeige man, dasK ^ einen hSchst einfachen und sehr 
leicht eonstrnirbaren Naherungswerth hat , wenn die Ubcr- 
gaiigticurve eine so flache (wenig gektummte) iat, dass ohne 
hedeutenden Fehler 

gesfetzt werden darf. 

Andeutungen aur Losung. Aus der Gleichuug Nr. 1 
und !iu8 den ihr entnehmbaren Differential quotient en (von t/ nach x) 
folgt sogleich das Verlangte , wenn die Satze bonutzt werden, 
auf welche an d,en Fttssen der Seiten 93 vmd 95 liingewiesen 
wonlon iHt. 

Fflr die Lange des Kriimmungshalbmessers ergiebt sicli; 

mail hat also: 



Der in der Aufgabe geforderte N a h e r u n g ti w e r t ii ist : 

aho der Absciwse umgekehrt proportional and iiiittelwt ilhniicher 
Dreiocke leicht consiruirbar. (Der bei der Bcnutzunfj der Niihe- 
rungsformel Nv. 5 vorllegende Fehler ergiebt sicli nofort duri'li 
Vergleichung der Werthe Nr, 3 und 5.) 

B. 
In Bezng auf Nah ores — besonders dan A b .s t e :' k e u der 
Ubcrgangscurve unlangend — sehe man : 

I. Bauernfeind, Elemcnte der Vermessnngskiuidf., Hand II, 
§ 32 der 7. Auflage ; 
II. Helmert, die Cbergangscurven ; Aachen 1872; 
III. Jordan, Handbuch der Vermes sungskunde, Band II, S. <i91 
und 692 der 3. Auflage. 
Aiich vergleiche man § 22, Abschnitt G, des erst 011 Theiles des 
vorlicgenden Werkes. 







Lmien und Flilchen 



§ 25. Eettenlinien nnd Gewolbelinlen. 



Die gemeine Kettenlinie, 

Wetm ein vollkommen biegsainer , nicht dehnbarer F a d fi n , 

oder eine K e 1 1 e mit unendlich kleinen Gliedern, nnr dor pi^eneti 

Schwere untftrliegt, »o kriimmt sich, frei aufgehang^-n, jpiii^r Fadeii, 

odpr diese Kette, iiach eiiier Linie ACB (Fig. 51), welche Ixi- 




A P B' 

kaiintlich die S i' i I c u r v e , oder die g e m e i d e K i' H c n 1 i ii i e 
heisst und fiir din Baawissenschaft erhebliche Wiehtigki'it hat. 

Legt man das Coordiiiaten system in der durcli die Pig. 51 
angepebenen Weiae (also die Achse der Ahscissen zusammenfallend 
mit der Directrix, die der Ordinaten mit der A c ti a r d^r 
Curve), so hat die Linie die Gleictung 

I) ff = |-W+e^*), 

deren Ableitung man im § 49 dea zweiten Theiles dieses Werkes Hudet. 
Nach X aufgelust, lautei Nr. 1 : 



2) 



x^jcr 



^±ki^ 



wobei OP'^d:, F'P — y und OC der Parameter k ist. 

Es moge nnter Benutzung bekannter Siltze der Uiffe- 
rentialreehnung*) nachgewiesen werden , dasa far jene Seilfurve 

*) SiehR dip an den Endeii der Seiten 93 und 95 stehenden Re- 
merkungen. — Auf die Benutzung von complexen Variabelen oder 
hyperbolisclieTi Funotionen witd far das Haehsteheude verziuhtei. 
(Man sebe: Schliimilch, Compendium der hitheren Analysis, Band !, 
§ 57; temer: Ligowaki, Taschenbuch dor Mathematik, ;^. 90 der 2. Auf- 
lage, oder S. 99 der dritten.) 
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Oder genieitif Kettenlinie das unter I — V Folgen<]p Giltig- 
keit hat. 

I, Di'T Taiigenteawinkel t, also dsrjenigi; Winkel, 
welchen die Beriihrende der Curve mit der posit.iveii Seite dfr 
Abaci saenachae einachliesat, ist durch die Gleichung 

3) ta,ni = |(e''"— e""") 

bustimmt. Sie kann auch in der Form 

gegelien und duvch 

5) sinr= -'-^ 

oder duroli 

k 

6) COST = - 

ersctzt werdeu. 

Mit Benntzuog von Nr. 4, 6 oder 6 lasst aieli fiiv den all- 
gemeinen Funkt P die Richtung der Tangent e der Seilcurve, 
also auph die der Normale sehr leicht aua den Langen von k 
und ^ construiren. 

II. Die Subnormale und die Normale, die Sub- 
tangente und dieTangente haben, in der aofbeu gcnannttm 
Reihenfolgp, die Langen; 

k I 



1 



ix , _i«'H-e * 



2 ^ _£ 



10) 

oder durch die Ordinate , statt durch die Abac 
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Jeder der vier letztgenanDten Werthe ist leicht aus 7c und ^ c o n - 



14) 



Auch bestehen zwiachen einigen derselben sohr einfache (aus 
Nr. 11 — 14: sogleicli eraichtliche) Beziehungen. 

Femer kann leicht angegeben werden , fflr welchen Betrag 
von y die Strecke l^ am kleinsten wird und gegeu welche 
G r e n z e l^ convergirt, wenn y ins Unendliche wfichst. 

III. Fiir die LSnge (» des Kriimmung aha Ibmea s er s 
der ailgemeinen Curvenstelle P hat man die Werthe : 



13) 



'' { 1 i - K 



10) . = -; 

alsio am SchoifH : 

n) C,.. = i. 

Ks ist, laut Nr. 15 und 8, oder 16 und 12, jene Lange gleich 
der der Norm ale (wie beim Kreiae, doch entgegengesetzt 
liegend) und kann siihr leicht aus A und J c o ns tr ui rt werden. 
Ferner entnimmt man aus Nr. 16 and 6 die Gleichung 
18) gcos^T^=i, 

also den Satz : Wird die LfLnge des Krflmmungshalbmessers auf 
die Achse der K«tten]inie projicirt und die so erhaltene Strecke 
wieder zuriick auf die Nor male nrichtung , so ergiebt sich die 
Lange dee Parameters k. 

Die Coordinaten^undJidesKriimmungsmittel- 
punktes haben die Langea 
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19) ^=X-'h 
(siehe Nr. 7 und 11) und 

20) ,; = k\e^ -}-e~'^)^2y. 

Dies liisst sich auch (wie Nr. 1 7) zur Cojistruction dcs 
Kriimmungamittelpunktes benutzeii. — 

IV. Aus Nr. 19 und 20 ergiebt aich die Glcicliung dor 
E If 1 u t e der gemeinen Kettenlinie, namlich : 

V. Litsst man in der Gleichung Nr. 1 den Parameter k alle 
moglichen Werthe annehmen, so entsteht eine Kettenlinien- 
S c h a a r , deren Einzelcurvcn die Ordinatenaehse als Aclise haben. 
Die nElnhullende" jener Schaar besteht in zwei Geraden, 
welehe durch den Coordinatenanfang gehen. *) 

B. 

Die GewClblinie. 
Sie hat (bei rechtwinkligen Coordinaten) die GlKielmng 



\ 



23) y = -^-(e'-\-e '), 



ist also eine V era! Igemeine rung der Seilcntve. {Siehe Nr. 1.) 
Statt Nr. 23 darf 



-,'^{/'+e-i). 



geschrieben werden, wobei V das Verhaltniss bedoutet, in welchem 
die Ordinaten der gemeinen Ketteulinie zu verSndem sind. 

Man zeichne zunachst die logarithmic c hen Linien 

2b) ^1=66° 

und 

*) Bezflglioh der zur Ableitung dieses Ergehnisses (V.) nSthigon 
Theorie sehe man, wenn nSthig: SchlCmilch, Com;:ieiidium. der bahisren 
Analysis. Band 1, § 29. 
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26) y»=be ' ; 

hieraaf, mittflst derselben, die GewSlblinie gemass Gleichung K"f. 

Sodann weise man nach , daaa fiir die Letztere der Tii. 

gentenwinke! I dnrcli die Gleichung 

(/«* — b' 

21) tanr= " ■ 

a 

beatimiiit. ist ; die L&nge Q des Kriimmungshalhrneaso 



A«cli zeige man, wie die Werthe Nr. 27 und 28 i 
Streclii'n «, b und p construirt werden konnen. 



Die ^zweinasige" Kettenlinie. 
Wii'd ill Nr. 24 die Umwandiungszahl 

.»; ''<7r 

geiiomnien, s<i giebt das eine {fiir den Gewiilbebau nicht unlje- 
acMet zu laasfnde) Curve, welche Kwei vom Scheitel gleich woit 
abstehende Punkte grfisster Kriimmung, sogenannte 
„Naf<on", hat. 

Man sehe hierttber : Jahrbuch der Fortschritte dei- 
Matheniittik, 1889, S. 887. (Referat von Lp.) — Feriirr 
die ira Literaturverzeichniss genannte Abhaadlung von Alexanil'T 
und Thomson. — Aach benutze man (fUr naheres Studium di-r 
Kettenlinien liharhaupt, insbesondere aber fiir das der Gleichung 
Nr. 23) die in jenem Verzeichniaa angefuhrte, auf Seilcurven sicli 
beziehende Abhandlung von Zimmerman n. 

D. 
Die gleichgespannte Kettenlinie. 
Sind die Qaerschnitte {q} eines zwiscUen zwei festen Puiikti-u 
aufgehangenen vollkommen biegaamen , undehnbaren , homogi'iicii 
Fadena, weldior nur der eigenen Schwere unterliegt (Fig- 51 aiif 
Seite 107), deiartig , dasa die auf die Flacheneinheit kommi'Tidt 
Spanaung unveranderlich ist, so krummt er ^ich nach einer 
Curve, welche die gleichgeapannte Kettenlinie, oder auch 
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(lie gleichgespannte Seilcurve beisst. Sic hat, wie die 
Mechanik lehrt, bei geeigneter Wahl dea (rechtwinkligen) Coordi- 
Tiatunsi'stems die Gleichung 

30) 2/ = -^/ sec-^x, 
oder, abgekiirzt geschrieben, 

31) i/ = ft/sec-|. 

babel ist Tq die im Scheitel der Linie herrschende Span- 
iiung, Jo der Inhalt des Scheitelquerschnitts , y das Gewieht der 
Volunieneinheit* (and I bedeutet den naturlichen Logarithmus). 

Man antersuche (k als gegeben ansehend) die Form, die 
Tanf^enten, Normalen u. s. w. dieser Curve unter Be- 
nutzung der Satze, auf welche an den Fussen der Seitcn 93 und 95 
verwifaen worden ist. Insbesondere berechne man die Lange p 
des Kriimmnngshalbmessers, welche einer sehr einfachea 
Werth hat. Ferner die Lilnge q cos i der Ordinate nach sen - 
r r j e c t i o n jenes Halbmessers. Sie ist u n v e r a n d e r 1 i i; li 
und zwar gleich k. 

E- 
Die gleichgespannte Kettenbrttckenlinie. 

Wenn die unter D genannte Kette ausser ihrem eigen^'u 
Gewichte auch noch daa einer Briickenbahn zn tragen hat, 
welche ffir die wagerechte Langeneinheit die Belastung L geben 
raoge, so kommt, aus statlsehen Griinden, **) der dann vorliegnnden 
gleii^hgespannten Kettenbriickenlinie die Gli'ithung 

32) y = J^sec — 

zu, wobei k and I die nnter D angegebene Bedeutuug habcn un<l 
zur weiteren Abkurzung 

33) - . ■ _^i-l^ . ■ = m 
V{L + yqo) yqa 

ttesetsit ist. 

Man untersuche auch d i e s e Linie in dem unti^r D gc- 
1 Sinne. 



*) Fuhrraann, Autgaben aus der analjtischen Mechanik, Thei! I, 
.S. 105 der 2. Auflage. 

*•} Fuhrmann, Aufgaben auB der analytischen Mechanik, Thi'ii [, 
S. 107 der 2. Auflage. 
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^ 26. Eine Curve fdr gothisehe Strebepfeiler. 

Die Polarylcichang einer Linie , welchc (nach N a i 
Meclianik der Baiikunst; Seite 129) ffir gothisehe Str 
pfeiler in Botracht kommt, lautet im Wesentlichen : 



' b — c nine 

Dahei lat, wlc gewohDiich, r die Leitatrahllange OP (Fig. 52), 
' die Anomalie UOF. Ferner sollen die Grossen a, h und c als 



gegebene , positiye Strecken aufgefasst werden 
kleiner ist als c. 

Man bfirefhne — doch nur fur 
positive 8 und fiir solche, welche end- 
liche, positive Werthe von r liefern 
— die Form der durch die Glei- 
t^tiung Nr. 1 bestimmten Linie; ferner 
die LangederPolarHubtangente, 



von welchen 6 



Pola 



Pola 



Pol 



.rnormal e 
ungshalb- 



tangen 
und die dps K r u m 
measera. Auch gebe man fiir r 
imd die Polarsubtangente an , wie 
dieae Strecken aus a, b, c und 
ctinstruirt werden konnen. 

Andeutungfn zur Lflsung. Es ist, gemass Nr. 1, 

2) r.. .=-?!. 




Vrjji fl ^r Lis dicht vor 6 =^ arc sin — sind dii' r immer 
C 

positiv und stots wachsend. Fur 

3) « = arc sin — 

wird 

4) r=oo, 

wekher Wertli nach dem Wortlaute der Aufgabe schon nicht niehr 
in Betracht kommt. 

FuhrniJiiin, Anwnmlungcn li. TnHnitsaimtlrephnune. Th. III. 8 




Linien und Fl&cbon 



der Fig. 52 durch AlH} 



Die Curve hat also angef&hr die i 
angedeutete Form, 

Jedes ■*■ kann , gemass Nr. 1 , als vierte Proportionale der 
Strecken u, « und 6 — CsinS constrnirt werden, woljei ?icli 
c sin d als die outer dem Complementwinkel von 6 genommeuo 
Projection von C erhalten lasst. 

Fiir die in der Aufgabe verlangten Strecken gelten bf- 
kanntlich die Satze : *) 



5) Lii 

«) 
1) 



■ der Polarsubtai 

, Polarsabno 

, Polartange] 

, Polar norma 
dsa Kriimmungs 






r ' 



'4-^'°)' 



^ r^-\-2r''' — rr" 
IHa Worthe der Differentlalquotienten 
, dr 



n) 



_ d^r 



folgen sofort aos Nr. 1. 

Mittelst deraelben e^iebt sich, laut Nr. 5— 



U. s. 



J der Polarsnbtangente 0V = — 



Die Strecke OV ist als vierte Proportionale zu den Strecken 
fl, a und ccosfl leicM construirbar (nachdem ccosO aus c 
duieh Projieiren unter dem Winkel 6 gewonnen wnrde). Damit 
al>pr int liann auch die Construction der Langen der Polartangente, 
Pohtrnoiiuiile und Polarsubnormale erledigt. 

I nothig, Scblo- 



*) Be^Qglicli iiirer Ableitung sehe man, 
milcli, Compendium der hoheren Analyeis, Band 
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§ 27.' UathematJsotie Omameatdk nnd TektoBik. 
Vasenliaien, TragBteincurveii n. s. w. 

Hanche laaien , welche in der Banwissens 

in der Baukunst, beaonders in der Ornamei 
der Tettonik vorkommen, miiasen die Bedingvmge 
I, durch verge achriebene P n n k t e za gehen, 
11. an gegebfinen Stellen beatimmte Tangentenr 

zu haben, 
in. vorgeschriebene Wendepnnkte 
Es gilt das znm Beiapiel (min- 
destens t h o i I w e i s e und min- 
deatens fiir ein al 1 gem einea Be- 
aiimmtsein des unter I — III Ge- 
nannten) von den Obergangs- 
c u r V e n , welche die Tektonik be- 
nutzt , urn aus einor Richtung gt 
(siehe die Fig. 53) in eine andere Rich- 
tung (73 fiberzuleiten ; *) femer von 
Tragateinlinien {deren eine dnrch 





die Fig. 54 angedeatet wird); deagleichen von Va s e n cu r vc n 
(Fig.65), diamiiiichen ^elastischen Linien" formverwandt sind; h, s.w. 



•) RedtenLacher, Tektonik; S. 200—204. 
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Man kaim Dun verlangen, filr derartige Linieu G 1 b i c h ii n g p ii , 
etwa hezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatun- 
system, aufzuatellen, indem man von einer geeignct gowiiiilten 
Functionsform 

1) !i=m 

ausgeht nnd die in derselben vorkommenden Festzahleii (Coefficienten 
oder Vorzahlen) so berechnet , dass den Fordenmgen Sr. I, I[ 
ond III geniigt ist ; oder zweien derselben, odei mindestens einer. 
Als solche Functionsformen kSnnen znm Beispiel in viplt-n 
Fallen dienen : 

2) U^^o + aia; + aaa;'H \-a„x", 

^^ ^ = l~:fb;~:r-fb^^-\ i-~Kx^ ' 

4) y = a ~\- bx -\- c sia-i: 

u. s- w. 

In jedem besonderen Falle muss die Form dci' Function 
f{sE) so gewahlt werden , dasa sie derjenigen Uei' betreflVnden 
Curve so gut wie mSglich entspricht ; fiir Wellenlinien 
(siehe Fig. 55) werden z. B. periodische Functionen sich 
am besten eignen. 

Ist die tileicbung Nr. 1 fiir den besonderen, zu behandelnden 
Fall gewahlt, so gewinnt man aus ihr durch Differentiation ; 



und 

Sind nun, entsprcchend der Bedingung Mr. 1, ^) Punkte 
vorgeschrieben , durch welche die Linie gehen soil, so ergebeu 
wich, und zwar mittelst der Currengleichung Nr. 1, /j Gleichnngen 
zur Berechnung von p Vorzahlen. 

Ist femer fur g Stellen der Linie die Tangantenrichtnng 
festgosetzt, so liefert Nr. 5 (aus sehr bekanntem Grunde)* weitere 
q Gleichungen zui Vorzahlenberechnung. 

*) Man beaehte dip am Fusse der Seite 93 sbehendo IJciiiprkung. 
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Sind emllich r Wendepunkte vorgeachriebfn , so giebt 
Nr. 6 (was fbenfjillH fOr sehr bekannt gelten darf) zu demselben 
Zwecke r Gleichiingen. 

Es konnen also duich daa AuflCsen jener p-\-q-\-T Gleicb- 
tuigen (die Ton ein.-inder nnabh&ngig sein rausspn und sich nicht 
wideraprechen diirfen} eben so viele Vorzahlen bprpchnet werden. 
Damit iat dann die verlangte (vielseitig benutzbare) Curvpn- 
gleichung ermittelt. 

Ffir vollstandiges Bestimmtaein und Mr Vermeidiing ' 
vi>n tiberbeBtimmtaein muas man womoglich sorgeo. 

Wert.IiB, welche sich fflr das Rechnen nicht. « i g n e n , ?.■ B. 
tan 900 = ± « , 
miiasen boi der Burehfiihrung dee im Vorstehenden Angedeuteten 
Tprmieden werden. Es kann dies etwa durch goschickte Wahl 
der Lage der Coordinatenachsen geschelipn; oder durcli 
Bi^schrankiing auf genignete N&hernngswerthe; z. B. da- 
duroh, daaa man einen sehr nahe bei 90" liegenden Winkel {etwa 
89" 50') benutzt, wenn 90* auf eine unbranchbare Gleiehung fiihrt ; 
oder einen sobr nahe bei liegenden Winkel (etwa lO') falls 
0'' O' 0" auf Unl) ranch bares fiihren aoUte- — 

Unter Benutznng des Vorstehenden kann ea keine Schwierig- 
keiten machen , Aufg.iben der angedeuteten Art , also aas den 
Gebieten der iti athe matia chen Ornamentik, Tektonik 
u. s. w., zu stellen und zn losen, wag hiermit angeregt sein 
miige. Es wird z. B. nicht schwer sein, eine Vaaencurven- 
Gleiehung aufzustellen, wenn fur dieselbe einfaehe Bedingungen 
(gemSas I, II oder III von Seite 116) vorgeachrieben sind. 

Man vergleiche die §§ 21 und 22 des erKtna Theiloa diesBs 
Werkes: aucb die dasetbst auf Seite 39 genannte Dissertation 
voH Krnbs. Pprner die ira ^Literaturverzeiehnjss" angeflihrte 
Wiener'sche Abhandlung, die Schenheit der Liaien be- 
treffend (welche In Dyck's, Katalog mathcmat. u. a. w. Instru- 
mente, S. 256 a. 257 besprochen iat), Endlich beachte man g 33, 
Abschnitt C; auch § 42, Abachnitt VIII. 
B. 
Zuwei len konunt die „ E i n h ii 1 1 e n d e" oder dii; ^U in - 
hdllungscurve" einer Schaar von Geraden, welche na(:h 
irgend einem sachgem&saen Gesetze liegen , fiir die Architektur 
oder die Ingenienrwissenschaft in Betracht. 



I 

w 
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So z. B- bei Rippen zur Aussteifung einea Wink 
zwischen einer senkrechten oder achiefen Wand und einer wage- 
rei-bten Fussplatte. (Man sehe: Baumeister, arcMtektonische 
Formenlehrc fur Ingenieure ; Fig. 272.) 

Oder bei Rippen zwischen stehenden und anf- 
liegwnden Wanden, zwischen R6hren und Flanachen, 
faei Blpchecken im Querverbande eiserner Briickfin. 
iSiehe: Baameister, Seite 374 und 375.) 

Ferner beim Echinus dea dorischen Capitals uiid 
bfiim Trochilns dea attischen SSul enfus ses. (Moll 
und Reuleanx, die Construction der Maschinentheile ; S- 942 
und 943.) 

Wenn in solchen Fallen die betreffenden Curvcn die Bedingung 
erfullen sollen , durch vorgeschriebene Punkte zu gehen , zwei 
Gerade an gegebenen Stellen zu beriitren, oder beatimmte Wende- 
punkte zu haben, so kommt fur ihie Gleichungen das im vot- 
stehenden Abschnitte (A) Gesagte in Betracht. Sollen hiiige(ien 
JRue Curven Umhullungalinien sein, so hat man flir daa 
Anffinden ilirer Gleichungen Das zu benutzen, waa die Differential- 
rct^hnung heziiglich des Aufauchena der Einhiillenden von 
Curvenachaaren lehrt. Hieraber sehe man: Schlomilch, 
Compendium der hOheren Analysis, Band I, § 29, wo sich — 
nhne Bezugnahme anf die architektonische Formenlehre — - unter 
Nr. I dieAbleitung der Gleichung einer der vorgenannten Rippen- 
curven (einer Parabel) vorfindet. 

% 2S. FeUer van Maherangswerthen. 

A. 

Soil, bei irgend einer Untersuchung, die Function 

1) /■■(«) = »/? 

innerhalb der Grenzen 

2) X ^=0 and x ^ 1 

nioglichst genau (namlich so, daas das arithmetische Mittel 
der Fehlcrquadrate am kleinsten ausRLUt) durch eine Function 
/a {^) ^<"i 'Ic'' Form 

a + fi 
ei'Hetzt werden, so hat man bekanntlich 



1 
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3) /;w = A + 4» 

7.U nehmeD, also 

41 (/¥=-,', +4 » 

zu setzen. 

Der fur jeden Werth von X Tocliegende F e h 1 e r , welcher y 
heissen m3ge, ist daoQ durch die Gleichung 

5) y = y^ --[\~ix 

ausgedruckt- 

Man fasse X and y als reclitwinklige Coordinaten anf und 
utitersuche die Form der jenen Fehler 1/ darstellenden L i n i e 
(Curve zweiten Grades) innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen, 
also von x = bis a: ^ 1. Inabeaondere berechne man den 
Anfangswerth jenes Fehlers y, den Endwerth, den 
grossten positiven Werth (ymai) und die Stelle, an 
welchor der letztere liegt. 

LfiBung. Ea ist 
6} f/^^a^ — -[%^ — 0.267 

der Anfangswerth des Fehlers; 

7) »/^ = i = - t-'t( = — 0,067 

der Endwerth, wenn die Decimalbruche (hier und auch im 
Kachfolgenden) auf drei Stellen abgerundet werden. 

Weiter hat man : 

' dx 2 y' X ^ 

9) ^y^ i__. 

dx'- ix]/x 

Letzteres ist stets n e g a t i v , also die Fehlercurve o h n e 
Wendepunkt; immer nach oben ausgebogen. (Siehe die 
Fassbemerkniig der Seite 93-) 

Fur 

10) a: = 4i = 0,S9I 

hat, gemiiMa Nr. 8 und 9, die Linie ihren Gipfelpunkt. Er 
lip^t (liiut Nr. 5 und 10) in der Hohe 

1 1) y.«.^ = j'jV = 6,046 
tibcr der Abscissenachae. 
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Stellen ver schwin de t der Fehler, ist also 

lie aus Nr. 5 und Nr. 12 folgeudeu Stelbn 
X, = 0,149 

Xi = 0,747. 
56 stellt die Rechenergebnisse dar. Sie cntlialt 
imeine Parabel p, deren Gleichung Nr. 1 ihI" ; 
Curve, bei welcher zu den Absciaaen 

0, TTTT' TSIT' T¥u' ' ' ' " TUTTi 1 



die Ordiuftten 









/> 


^f* 




•'/ 


^ 




y 
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^ 




^X 
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^..„.^A ^ 


•e 













Kk ciiOiiilt jene Fig. 56 ferner die U e r a d e ^ vou dcr 
Gleichung Nr. 3, nSmlich eine Gerade , welche auf der positive ii 
Seite dpv Ordinatenachse die Strecke yb abschneidet unil mit der 
positiven Seife der Absciasenachse eiiien Wiiikel <^> bitdet, he- 
stimmt durcli die Gleichung 

15) tanw = i^. 
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Endlich enthalt jene Fig. 56 die Fehlercurvn c, von 
der Gleichung Nr. 5, oder , was Daaselbe ist, von der Gli^ichimg 
16) y = U(x)-f,{x). 



Dem durch Nr. Ti ausgedriickten absoluten Fehler der 
NShcriuigsfonael Nr. 4 eiitspricht der relative Fehler: 

17) r, = ^'- ''%- -A£, 

yx 

oder, was Da.»ae1be ist, 

Es inOge angeregt spin, die durch Nr. 17 oder 18 bestimmte* 
FehlercTirve wio die unter A behandelte zu untersncbeu und ate 
mit dt'r letztoren zu vergleichen. 



hi der unter A unci B vorstehendeu Weise , also mit Be- 
nutzung von Curven, konnen auch die Febler auderer 
Niiherungsformeln rechnerisch und zeichneriach behandelt 
werden. 

Man wende dies attf eiaige der Naherungawerthe an, welche 
im § 74 dea I. Theilea dieaea Werkes aus Reihen entnommen 
worden aind: nftmlich auf einige der Gleichnngen Nr. 2 — 7, 14—10 
nnd 18—23 jenes Parngraphen. Ferner aof andere diravt ig<> 
Fonneln, die auf d i e a e 1 b e Weise , doch unter Benntzung vnn 
meiir Reihengliedern sich ergeben. (Siehe § 76 dea I. Theilo.s 
des genannten Werkes ; insbesondere die dortigen Gleichungeii 
Nr. 1, 3, 8, 10 und lb.) 

Endlich wende man daa unter A und B Vorstehende an auf 
die aucb oft zur Benutzung kommenden NSherungswerthe ; 

19) j/l -|- x^ = 0,96 -}- 0,40 a;, 0^a;-^-f-l; 

20) y'T+X^ = 0,934 32 + 0,i26 9b x, < a: < 1 : 

21) ^■*-iV-?^+l^'. 0<3;<1. 

tjher Nr. 20 und 21 (abgeleitet aus der bei A genannten, 
die Fehlerquadrate betreffenden Bedingnng) sehe man Theil II von 
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Still liniilch'a „Obungsbuch zom Studium der fiiilieren Analysis" 
uiiter jNahenmgsweise Darstellung von Functioneu". 

Nr. 19 aniangead benutze man : Weiabacl-Her r manu, 
Lfhvhuch der Mechanik, §191 (,Poncelet'a Theorem") der 
5, Autlage des I. Theiles. (Die Bsdingung, ans welchcr die Vor- 
zahlcn abgeleitet sind, ist fiii Nr. 19 nicht die am Anfaage 
von A genannte , sondera die — auch fiir andere Falle sehr lie- 
acliti^iiswerthe — daas der Anfangsfehler und der Endfehler dem 
abKoluten Werthe des grossten Mittelfehlers , also dem des p,nt,x, 
gleioh sein sollen , damit die positiven und die negativen Fehler 
nicht zu gross warden. Ferner ist' bei der Ableltung -von Nr. 19 
der v'lative Fehler gemeint, nicht — wie unter A — der absolute.) 

TluTch die Abschnitte B und C dieses Paragraphen Nr. 28 
Kind viele leicht losbare Aufgaber 



§ 29. Elastisclie Linien, TragkraftUnlen u. a. w. 

A. 

Elastische Linien. 

I. 

Die Untersnchung der Form der „ela8tischen Linien' 

oder Biegungslinien, wie auch die Berechnung dor Lilngen 

der Tangenten, Normalen, Krummungshalbmesser 

u, ■<. w. jener Curven , wird meist erst iai vierten Theila dieses 

Werki's (nach der Ableitung der Gleichungen deraelben) zur 

Beliandlung kommen. In dem vorliegenden dritten Theile miige 

uur das unter II uad III Folgende erwahnt werden. 



I Fall, ( 



I der Stab oder Balkea ; 




wagerecht festgehalten, an deui andci'cn 
et ist {Fig. 67) warde die Berechnong und Construction 
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tier Lanfien der Subtangente, Tangents, Subnormale und Noniiale, 
wie auch des Kriimmungshalbmesaers schon erledigt , n&mlich 
Jurch den § 31 dc3 ersten Theiles dieses Werkes. 

111. 
Wer derartige Dntersuchungon fiir einige andere elaatische 
I.inien durehfuhren will, der wende die an den Fiissen der Seiten 93 
nnd 93 angedeuteten Satze auf die unter a, § ond / folgenden 
Falle, nfimlich auf die Gleichnngen Nr, 1, 2 und 3 an. 



I 



^ 



TT 



a. Ein Biilken (priamatiachet Stab) iat an beiden End en 
t;i:stutzt und t. rfigt eine gleichmaaaigansgebroi- 
lots Last. (Fig. 58.) Dann lautet die Gleicbnng der elaatisi'licn 
Linie ; 

1) ij = h{x* — 2ax^ T-«*)^. 

nobei k eine pot^itive Conatante, abMngig vom Elaaticit&tsmodul, 
dem Masse des Biegungsraomentes und der auf die Langen«i illicit 
kommenden Belastung. Ferner das Coordinatensystem so liegend, 
wie die Fig. 59 es darstellt. 




^. Es wird eine senkr echte Saule (Fig. 60, S. 124 1 am 
eren abgerundeten Ende, welches nicfat seitlich ansveichen 
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kann, mit dem Gewichte Q belastet, am unteren, (^benfalls 
gerimdeten, dorch eine wagereehte Ebene gestutzt. Dann hat die 
j.,j jd, elaatische Linie, unter gewissen \'orna3- 

setzungen, die Gleichunjr 



1 




2) 



y = p sin |/ 3^ .T 



wobei E das Elasticititsmoment be- 
bezeichnet. 

/. Das nntere Ende einPr 
senkrecht stehenden SiiuW 
(prisrtiatiacher Stab) iat f e s t g c h a 1 - 
ten, das obere aasiveicl 
Die Sfiule wird in der A c h 
richtung so belastet , wi 
Fig. 61 es zeigt. Danii hat di 
Gleicbung der elastischen Liiii 
Form ; 

3) y = a(l-^.mhx). 



.._. ^ 



wobei 6 erne positive Constante 
Fig 62 za eiaehen sud. 



-+Y 



, a, X und If nus der 
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'ragkrftftlinieii. 

(Vergl. § 40.) 
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4) 



I BezHclinet 7' den Tragmodal, 6 die Breit,'. Ii die 

I Uuhp unJ I die I.Snge oines Balkens, mit rechtsckigpin 

Querachnitt, so gilt fur die Tr agkraft P dasielben l)p- 

kanntlich*) die Gleichung 

Es ist alai) diese Tragkraft proportional der Breitc uiid der 
zweiten Poteaz der Hohe, hingegen umgekehrt proportional der Lange. 

JIan neniio tmd zeichne zunachat diejenige aof I'in retht- 
vrinkllgeH Coordiuatensystem bezogene Linle, deren Ordinateji die 
Tragkraft P daratellen , falls die B r e i t e irnd die L a n g; e dos 
Balkens unveranderlich sind und die variabelen Balken- 
hohen die Absi^isseu bilden. 

Auch nenuo oder berecbue man fOr diese Linie die Langen 
der Subnormale und Normale, der Subtangente, der 
Tangentf und des Kr Ummungshalb m es ser s q. Ferner 
zeige man, wie diese Strecken construirt werden konnen. 

Andeutuiigen zur Losung. Die betreffende Tragkraft- 
linic ist eiQR gemeine Parabel. Das Verlangte kiinn roithin 
aus dem Abschnitte B des § 20 entnommen werden. 




11. 

Zwischen Ac.r Balkenbreite 
AB = h (Biehe Fig. 63), der 
Balkenlifihe DA^=h und dem 
DorchmeBaer AC ^= a des k r e i s - 

welcheni der Balken hergeatellt 
werden soil, besteht die Beziehung: 

n) k'^=a'- — b'^. 

Es ist !ilso, laut Nr. 4, die T r a g - 



Fig. S 



\ 


\./' 


£V 


V 


>^ 


y\ 


/ \ 


/ 



*) Man fiehe, wenn nOthig: Weisbach-Heri 
Mechanik, Theil I, % 252 der 5. Auflage. 
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6) P=-fjh(a'-i>}. 

Sie h^gt mithin bei constanter Lange des Balkens Ton der 
Breite b ab nach dem Werthe der Function 

?) m = Ha'-b'). 

wild 

8) ^ = *, ? = ., i = . 

gesotzt, so ist, gemasa Nr. 6 r 

9) z = kxia^ — x^) 

die Gleichimg derjenigen Tragkraftlinie, deren z die Be- 
trSge der Tragkraft P fur die durch die zugehorigen x dar- 
gestellten Breiten (welche groaaer als nnd kleiner als O sein 
inui'sen) angeben. Jene Tragkraftlinie gehdrt also zn den a I - 
gebraischen Curve n dritten Grades. 

Man setze voraus , dass X and Z rechtwinklige Co- 
ordinaten seien und berechne znnSchst den Laof (die Form) 
jener Linie, u&mlich Steigung, Fall, Culminatious- 
jiTinkte u. s, w. Dann aber auch den Tangentenwinkel r, 
die Lange der Snbtangente und Tangente, der Sub- 
no r to a 1 e und N o r m a 1 e , des Krummungsbalbmessers 



Andeo 


tnngen 


zur L5anng. 
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hat m 
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gpometri 
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^, = a = 0. 
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'dbei, was schon oben gesagt wurde, zu beachten ist, ( 
U) < a; < a 
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Fur 

15) . = -^^-. 

(auf drei Decimabtellen abgenmdet) hat die Linie einen Gipfel- 
p a n k t oder oberen Calminationspnnkt. Fur die Lange seiner 
Ordinate ergiebt sieh der Werth ; 

Sib 

16) ?„„ = - ■ ■;_- a» = 0,385 ita'. 

3 J/S 

Ea besitzt die Curve keinen Wendepunkt und kehrt 
der X-Achse steta die concave Seite zn. 

Der Tangentenwinkel T, die Linge der Subtangente, 
T a n g e n t e u. s. w. ergeben sich unter Benutzung der Satze, 
auf welche am Fasse der Seite 96 verwieaen worden ist. 

Anmerkung. Man unterlas^e nicht, die Ergebniase der Be- 
rechnungen aufzueeicbnen. 

C. 
Biegungsmomentslinien. 
Fiir das Biegungsmoment z einea parallelepipediachen 
Balkena giit bekanntlich die Gleichung 

17) z = hh%\ 

wenn h die Breite AB, It die Hohe DA (Fig. 63 auf Seite 125) 
nnd A eine Constante bezeichnet. (Man aehe hieriiber z. B. 
Weisbacb-Herrmann, theoretiache Hechanik, S. 520 und 
426 der 5. Auflage.) 

Ist die Balkenbreite unveranderlich, so hat 
Nr. 17 die Form 

18) iB = A;,a:», 

wird alao dargestelU durch eine Parabel dritter Ordnung, 
deren z die Biegungsmomente und deren x die BalkenhShen sind. 
(Hier und im Nat-hstfolgendeu ein recbtwinkligea Coordinaten- 
system vorausgesetzt.) — 

Soil der Balken ana einem kreisrunden Baumstamme 
hergeateltt werdiin, beateht also die Beziehung Nr. 5, so hat die 
Gleichung der Biegungamomentslinie die Form i 

19) Z^hx'^V^^-^^-. 

wonn die X die HOhen des Balkena sind; ferner die Form 
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20) z = hxya^ — x^ 
falls die B r e i t e n desaelben ala Abacissen geDoramen 

JIan untersuche die durch ^ie Gleichungen Nr. 18, 19 iind 
20 gekennzeichneten Linien bezuglich ihres L a u f e s , ihrer 
Tangenten, Normalen n. s. w. in dem durch das Voraus- 
gfgangene angegebenen Umfange. 

D. 

Ptostenwideratandslinie. 
Ein Pf oaten (kurzer Balkea mit reehteckfSrmi gem Qnor- 
scLnitt) bietet gegen daa Zerdriicktwerden eine Sicherheit, 
di'' seinem Querachnittainhalte 

21) Q^bh 
prnportional iat. 

Soil also jener Pfoaten sua einem kreisrunden Stamino 
hergcatellt werden, so iat (siehe die Fig. 63 auf Seite 125) 

22) z^hx j/ffl^ — x"^ 

die Form der Gleichung derjenigen Linie , deren s die D r u u k - 
wideratande des Pfostenquerschnitta ^J9CD darstfllpn, wcim 
j: i\\f Breite oder die Kobe des Balkens bezeichnet. 

Es moge auch diese Carve in dem vorher genannteu Sinne 
Unli'rauchung finden. 

§ 30. Ans der ErddrDoklehre. 

A. 

Die SchubgpannungBlinie einer Erdbfiachung. 
Bei der Untersuchnng des Erddrucks und der Stiitz- 
mauern giebt W. Keck in seinen ,Vortragei) fiber Elasticitats- 
lehre" (Hannover, 1893) eine Theorie des Gleichgewicht s 
eines geboschten Erdkfirpers, welche bezuglich der fiir 
die Flacheneinheit vorliegenden Schnbspannung im Wesent- 
lichen die Gleichung 

1) T='ksmia- e)sin(e — ^) 

liefert. Dabei ist (siehe Fig, 64) a die seitliche Boschung des 
Erdkfirpers , der Neigungswinkel der Trennungsebene , ip der 
Re i bungs wink el, Ic eine positive Constante, welche von a und <p, 
wie auch von der Dichtigkeit •/ der belastenden Massen und von 



1 



J 



"^ 
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der Hiihe h abh&ngt. (Naheres auf Seite 274 bis 278 des oben 
genannten Keck'achen Werkes.) 




Mas anteraacle (t und als Polar coordinaten ansehend) die 
durch die Gleichnng Nr. 1 gekennzeichnete Schubapannungs- 
linie beziiglich ibrer Form, ihrer Polartangenten, Polar- 
normalen, Kriimmnngshalbmesser u. s. w, Aiich gebe 
man zeichnerisehe Darstellungen der Recltenergebiiisse. 

Andeutnngen zur LSsung. Die Gleichung Nr. 1 
giebt fiir jeden Werth von S den zugehSrigen des t. 

Sie lehrt femer, dass 

2) |j=*.in(o + ^-2e) 

ist. Dieser erste Differential quotient wird zu Null, wenn 

3) » = ^- 

Fiir den zweiten Differentialquotienten hat man : 

4) T^ = — 2icos(a-|~y — 2«), 
alao 

5) £ = -"• 

Mithin erreicht z seinen Grosatwerth, wenn 9 den Be- 
trag Nr. 3 annimmt. Fur ihn liegt die Gleitebene vor (es 
wird unter ihm das Abgleiten stattflnden). — 

Uaa in der Aufgabe weiterhin Verlangte ergiebt sich mittelst 
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der Wertlif Nr, '2 iind 4 durch bekannte SStze der Differential- 

reclinuni.'.*) 

B. 

I. 
Uutersuiiiiunijpu , welche den Krlimmungshalbmesser 
der Slutzlinien ffir Erddruck betreffen, also auf diesem 
Gebiete (insbesondnre fflr Tunoelgewolbe) von der Gleicliung 

6, , = »+i^* 

Gebrauch lua* lieu , findet man in Weisbach-Herrmann's 
Lehrbnch der Meclianik auf Seite 155 bis 157 der 5. Auflage 
der I. Abtheilung des 2. Theiles (vom Jahre 1882). Es aind bier 
Schwcdler 'wcbe Berechnongen verwerthet. 

II. 
Beaaglich der Wi 11 ku r lich k eit und UnzuYerlaasig- 
keit mancher Erddmcktheorien sehe man Seite 13 der iin 
nLiteratuTTerzeiclmiss" genannten Engels'schen Arbeit iiber den 
Seitendrack der Erde auf Fvmdamente (wo anch Kritiken von 
Mohr and Zimmermann angefiihrt sind). 



Auf e 



i; 31. GleichgewicM einea Pimktes anf einer starren ebenen 
Cnrve. 

■ vollkommen starren Wolblinie (Fig. 65), oder 
auf irgend einer anderen 
ganz atarren Curve, deren 
Gleichung 

1) »=/■(*) 

lezuglich eines rechtwink- 

ligen Coordinatenay stems 

„ bekannt ist, sei eiu Punkt 

■ P, von der Masse 1, ohne 

Widerstfinde beweglich. 

Es wirke auf ihn im Sinne 





•Y 
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k 






n 
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•v?^ 


.X 


c 




. 


o' 


T 





*) Cber dicac Satze aiehe, wenn nStltig: I 
dei hOheren Analj'ai!!. Band I, § 23 und 24. 
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del' positiven Abscissen die Kraft U; im Sinne der poai- 
Ordinaten die Kraft V. 

Man erniittele die analytische Bedingung fur d 
Gleichgewicht dea Punktes P und zeige , wie die A b - 
Hcisspn der Gleichgewiclitaatellen berechnet werdcii 
konnen ; auch gebe man B e i s p i e 1 e. 

Andeutungen zur Loaung. Ans deni Uraatande, diiss 
dif Reaultante der Kr£lft« U imd V aenkrecht zur Curveii- 
tangeiite atehen muaa , wenn P im Gleicbgewieht aein sdII, 
folgt leicht 

ills aiialjtische Gleichgewichtsbedingung. 

Da nun ~=— aua Nr. 1 ala Function von X entnehmbar isi, 
ax 

XJ und V aber gegeben aind, bo bietet die Gleichung Nr. 2 daa 

Mittel zur Berechnung dei Abacissen deijenigen Stellen, an welchen 

P im Gleichgewichte sein musa. 

In Bezug auf B e i s p i e I e sehe man § 32 dea I. Theilea 

dea vorliegenden Werkea ; ferner : Fuhrmann, Anfgaben aus 

der analytischen Mecbanik, Tbeil I, S. 13 — 19 der 2. Attflage. 

§ 32. Anregiuigeii and ADmerkiuigeit , ebene Cnrreit betreffend. 

Ausser den im Vorhergelienden bereita enthaltenen Anregnn^ri'ii 
mogen (beztiglicb einfach gekriimrater Linien) noch diejenijiRn 
gegeben aein, welche bier unter A bis E folgen. 



Curven gleicher Genauigkeit far geod&tiache Messungen. 

tiber derartige Linien sehe man die §§ 99 — 108 der 3, Auli. 
dea 1, Bandes von Jordan's „HandbDcb der Vermeaaungakundc", 
Ferner eine von Jordan im Jahrgange 1871 der pZeitschrift 
fur Mathematik und Phyaik" (Seite 379 u. folg.) veroffentlichte 
Abbandlung. Auch die Untersuchungen, nelche von Klingat^cb 
im Jahrgange 1895 der nZeitschrift fiir Vermes aungawesen" auf 
Seite 373—379 bekannt gemacbt worden sind. 

Ea betieffen dieae Arbeiten die mittleren Fehler (siehe 
§ 2, D, X), welche beigeodJltischen Punktbeatimmnngen 
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(Vorwartsabschneiden, Seitwartsabschneiden u. 
s. f. ; man vergleiche die §§ 4 — 6) vorliegen. 

B. 
Einige fiir den Eisenbahnoberbau wichtige Linien. 

Bei der Behandlung der Schienenbeanspruchung 
fiihrt die Theorie des Querschwelleuoberbaues auf Linien, 
welche die Gleichungen 

1) y = J(l-?)(2-D 
und ^ 

2) y = ^(l-D(l + ?) 

haben. (Zimmermann, Eisenbahnoberbau ; S. 213 u. 214.) 
Man untersuche diese abgebraischen Curven dritten Grades 

in Bezug auf ihre F o r m e n , ihre Tangenten, Normalen 

u. s. w. (Siehe die Bemerkungen an den Enden der Seiten 93, 

95 und 130.) 

Li demselben Sinne behandle man die Linien 

3) y==e^cosx, 

4) y = e^ sinx, 

5) y = e~'' cosx, 

6) y = e^^sinx, 

7) y = |(e* -f- e ~ *) cos X, 

8) y =r |(e^ — e- *) sin x. 

Sie kommen ebenfalls ftir manche Gebiete der Mechanik 
und der Ingenieurwissenschaften in Betracht. Naheres 
hieruber : Zimmermann, Eisenbahnoberbau (zunachst Seite 9 
bis 37), wo auch die Beziehung zu den Hyperbelfunctionen 
berucksichtigt worden ist. 

C. 
Curve fiir Arbeitsleistungen. 

Bei vielen Arbeiten, welche von Menschen oder Thieren aus- 
gefiihrt werden, gilt Folgendes : Zuerst (namlich beim Beginnen 
der betreffenden Thatigkeit) ist — wegen des Fehlens der tj b u n g 
— die Leistung geringer als zu dem spater folgenden Zeitpunkte, 
in welchem die voile Gewandtheit erreicht, aber noch keine E r - 
ra li d u n g eingetreten ist. Nach diesem (giinstigsten) Zeitpunkte 
folgt , der Ermiidung wegen , eine fortwahrende Abnahme der 






Linien und Flachen. 



133 



Leistung und achliesslich — beim Eintreten voIlsULndiger E r - 
schiipfiing — das Aufhoren jeder Leistungsf&higkeit. 

Man z e i c h n e zunachst eine Curve, welche diese Vorgange 
darst.ellt. 

Hierauf ermittele man eine Gleichnng derselben, (Vergl. 
§ 27. AJ 

Sodann berechne man diejenigen Formeneigenscbaften, 
welche dieaer Gleichnng entsprechen und vergleiche sie mit 
denen der gezeichDeten Linie. 

D. 
ZugkrattUnie tflr das Schleifen von Lasten. 
Wenn ein Gewicht P (aiehe die Fig. 66) auf einer wage- 
rechten Ebene EE liegt und durch eine unter dem Winkel w 




wirkende Zugkraf t JCbeeinfluBst wird, so hat deren Horizontal- 
componente den Werth Kcosm; ferner ist die Reibung, als 
Produkt dea Normaldrucka und dea Reibungscoefficienten (p, gleich 
(P — - K sin I'l) (f. Mithin gilt fiir den Gleichgewichtazustand die 
Beziehung : 

(P — £:3inw)V = ffcOHW. 
Aus ihr folgt fiir die Zugkraft K der Betrag : 



a) 



K=- 



sw + ysinw 

Man fasse diese Gleichung Nr. 9 als die i 
welche die £^-Werthe die Leitstrahlliin 



r Curve anf, fur 
n sind und die 



(r»-Werthe die Betrage der An o m al ien. Sodann berechne man 
die Form dieser Zugkraftlinie, ihren Tangenten- 
winkel, die Lange ihrer Polarsubtangente u. s. w. (Siehe 
die am Fuase der Seite 130 atehende Bemerkung,) 
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Schliesalich gebe man eine Darstellung (Zeichnung) der 
Uf ■■henergebnisse. 

Anmerkuag. Die durchzufBhreDde Untersuchung ist eine 
Erweiterung der im § 60 dea I. Theilea dieaea Werkes vorge- 



Graphisehe Differentiation. 

Das graphiache Differenziren eraetzt das Rechnen 
durtli Zeichneii, Es hat fiir die Ingenieurwisaenschaft, 
insbesondere fiir den Brtickenbau, eine nicht unerhebliche 
\Vicl)tigkeit erlangt. 

Das Construiren der Tangenten vorgeschriebener 
Linien bildet das Wesentliche der graphischen Differentiation. Es 
ist gleichbedeatend mit dem zeichnerischen Aufsuchen der B e - 
liihrungspunkte von Tangenten, die schon gezogen sind. 

Curven deren Bildungsgesetz man n i c h t kennt, 

k unen hierbei ao behandelt werden, daas fiir kurze Strecken der- 

lb«in eine niiherungsweise geltende Gleichung zur Benutzimg 

k Tcmt Hiervon, also von Naherungsverfahren, wird aus- 

lehnter (jebrauch gemacht. 

N&herea uber „graphische Differentiation" und ihre An- 
ivfiidung im Briickenbau bietet das im ^Literaturver- 
zi'iohnias" genannte Werk von Neb la (fiber den einfachen 
Biilken anf zwei Endstutzen) und die in demselben angefiihrte 
I, iteratur. 



DOPPELT GEKRUMMTE LINIEN. 

(Cnrven im Raume.) 

tj 33. Die Sobranbenlinie. 

Ftir manche Gebiete dea Bauwesens, z. B. fiir die Wendel- 
I 1 c p p e n , ist es wilnschenswerth, diegemeine Schrauben- 
I i n i e genaa zu kennen. 

Ihre Begriffserklarung darf als bekannt voraua- 
j;''sftzt werden. 

Die Fig. 67 1> deutet in abgebrochener Darstellung daajenige 
rcchtwinklige Dreieck an, dessen Hypotenuse auf dem Spindel- 
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cylinder (Pig. fl7»)- die gemeine Schraabenlinie bildet, weiin die 
wagerechte Kathete so an den Umfang der Cylindergrundflache 
gelegt wird, dass AiPi den Kreisbogen AP' bildet. Maii nehme 
an, dass der Halbmesaer OA des Spindelcylindera 
glrich a ser, die H5he einea S c h raubenga nges gleith h 
(beide gemessen niit derselben Einheit) und zeige, dass dann die 
unter I bis VU nachstehenden S ii t z e gelten : *) 




Zwischen don rechtwinkligen Coordinaten 
X = OF^, 

y = P^P\ 

s = F'P 

Ai\H allgemi'inen Schraabenlinienpunktes P (Fig. 67 a) und der 
Aufrollwinkel 

AOF' = 0) 
bestehen din Bezifliangen r 

1) x = ac.o&0), 

'i) y = « sin w, 

3) z = pM, 



4) p = a tan ff, 

fRnn mit ff der (constante) S t e i g 



rinkel P,'^, P, 
Das hier Folgende kommt Bpfirtertin sur Anwendung. 
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(Fig. 671') bezeichnet wird. (Die Gleichungen Nr. 1 und 2 folgen 
aofort aus der Fij^. 67^, nSmlich ana dem rechtwinkligeu Dreieck 
OPtP'. Die Glficliiing Nr. 3 ergiebt sich, wenn man beachtet, dass 

S = P'P=P,'P,; 
ferner 

^,P.' = Bogen AP', 
also 

A,Pi =au, 
miihia 

P,'P, =awtann 
nnd di'nigemiisn n.iicli 

e ^ nwtano.) 
I)ii' Coustarile p, welche nach der Gleichung Nr. 4 leicht 
aus fl. und a I'lmtitruirt werden kann , heisst der Parameter 
der gemrinen S< liraubenlinie. 

Der Steiguiig.swinkel ist bestimmt durch die aua der J^'ig. 67 1> 
folgeude Gleicliuug 



5) 






A = 27iatano, 










welclier 


zufolg 




tan n = , 

2na' 










fi) 














also 
















f) 






h 

a = arctan^, 










uud der 


Paran 


<.t^i 












8) 






_ h _ h 










ist. 






11, 










Ue 


Q r II 


nd 


13 3 der Schraubenlinie 


(also ihre 


xr 


Pro 


jec-tion) 


})at di 


i;i 


ichung 










9 a) 






a;' + !/* = «' 










oder 
















9t) 






3/ = ]/^^^^' . 










Dem A 


ifris 


ld< 


r XZ-Projection) kommt 


die 


Gleichung 





w.) 
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zu; der Seitenansicht (dem Seitenriss 
jection) die Gleichnng 



1 1 1>) J/ = a sin — 

P 
{Es folgfin diese drei Gleichvmgen sofort aus Nr. 1, 2 und 3 

III. 
Fur die Lange des Differentials dea Schrauben 
linienbogens 

s = AP 
(Fig. 67 a) findet man leicht die Werthe 

a sec ff 

12) ds = — =^^= dx, 

ya^ — x^ 

i;j) ds = dx, 

y COS q 

14) ds:^ Ya^ -\~ p ^ doi = a see o dta. 

(Sie ergeben sitih mittelst des bekannten Satzes* 



15) dst= \/dx' + dy'^ -|- dg* 



16) 



=>/'+(iy+(?j"-. 



indem man die betreffendcD Differentiale oder Differential quotien ten 
aus Nt. 1, 2 und 3, hezuglich aus Nr. 9b und 10*' entnimmt.) 
Der letzte jener Werthe (Nr. 14) laast mit Benutzung der 
Fig. 67" oder aueh der Fig. 67 b (in welch letzterer 

iat) geometrlsche Deutung zu, indem man sich vorstellt, 
dass 0) um dot wachst (mithin in der Fig. 67b die Strecke AiPj', 
also U(ii, am ad<it zunimmt.) 

•) Beziiglich der in den §§ 33—37 benutzten S&tze der Differential- 
reehnung eebe man, wenn niSthig, SchlOmilch, Compendium der hOheren 
Analyui^, Band 1, g§ 25 und 26. 
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Fiir die Winkel Ti, t, und r,, welche die durch den all- 
gemeinen Curvenpunkt P legbare Tangente der Schraubenliaie 
mit den Aehsen der x, y und s bildet, ergiebt aich aua den vor- 
stehenden Werthen mittelst der bekanntes Gleichungen 
dx 



1!) 








""- = 


ds- 




18) 








COST,= 


iy 




19) 








co.,.= 


dt 
ds 




leicht 


•'olgendes 
cos Ti = 


- 




y _ 


a 




20) 


^ — x^ 


Va 


+p' 


secff 


81) 


»..,= 


Va''^ 


p^ 


OS a 
a ' 




, 






_J_ 


1> 


OS a 





Va' + p' o 

Die letzte Gleichung sagt, daas der Winkel Tj, wekJien die 
Schraabenlinientangente mit der 2-Ach.ae einsehlieast, u n v e r - 
a n d e r 1 1 c h ist und zwar gleich dem Complement des 
Steignngswinkela, n^mlich 

23) T, = 90» — a. 

Es kann dies leicht durch die Anschauung }>eatatigt 
werden. 

Die Gleichnngen Nr. 20 and 21 lehren, dass sich die Winkel 
Tx und Tg sehr leicht construiren lassen, etwa indem man 
zwei rechtwinklige Dreiecke bildet , die die Hypotenusenlange a 
haben , und in welchen die betreffende anliegende Kathete die 
Liinge ycosff (fur 180" — Ti) beziiglich a;cosO (fiir t,) hat, mithin 
durch Projiciren von y, bezichungsweise x, erhalten wpvden kann. 

V. 

a) Die XY-Pro jec tion der Schraubenlinientangente hat 
— da sie die Beruhrende eines K r e i a e s ist — selbBtverstanri- 
liche Lage und Gleichung. 

/?) Der X2-Project ion jener Tangente kommt die Gleichung 
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i-i = -f{g-i) 

zu, wenn die Coordinaten des allgemeiDen Tangent ejijuinktea ;, 
t; und C genannt werden. Es folgt Nr. 24 sofort darau,? , dass 
bekanntlicli 



'di;' 



-X) 



die altgemeine Form die: 

Nr. 1 und 3 oder anci gemass Nr. 10, den Werth 



26) 



dx 



hat.. 



Ans Nr. 24 ersieht man, dasa jene X2-Projection der S 
linientangente iiuf der X-Achse die Strecke 



abschncidet ; aiif der Z-Achse die Strecke 

28) c^ = s+^—- 

(Briniit man namlich Nr. 24 auf die Form 



BO hat r 



;S = i) 



px-\-yB^ ' px + ys" 
Das Ooustruiren der Strecken Oa und Cj tomnit (laut 
Nr. 27 und 28) anf das Bilden vierter Proportionalen liinaua. 

/} Fur die T'^'-Projec t i on der Schraubenlinietitangente 
gilt ganz Ahnliches. Ihre Gleichung lantet bekanntlich ini All- 
gem e i n e n : 

dz 



29) 


^-^=^rf^^'^-^'- 


IJa nun, wege 


Nr. 3 und 2, oder auch laut Nr. 11, 


30) 


dy X 


iat, so hat mB 


n ala Seitenstutk zu Nr. 24: 



/^ 
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31) 



^_^ = |_(^_y). 



Es bildet also diese Tangentenprojection auf der Y-Achse 
den Abschnitt 

xz 



32) 



'8 



y — 



auf der Z^-Achse den Abschnitt 
33) Ci=s 



V 



X 



(Wird namlich Nr. 31 auf die Form 






gebracht, so ergiebt sich : 



^ + 



X 



C = i-) 



— vy-\-^^^ ' — i^y + ^^ 

Auch das Construiren der Abschnitte 63 und C3 kommt (laut 

Nr. 32 und 33) hinaus auf das Bilden vierter Proportionalen. 

Anmerkung. Dass auch die Gleichungen Nr. 26 und 30 zum 
Construiren der beiden Verticalprojectionen der Schraubenlinien- 
tangente benutzt werden k5nnen (weil sie die Richtungsconstanten 
derselben in sehr einfacher Weise geben) ist wohl selbstverstandlich. 

VI. 

Die allgemeine Form der Gleichung der Normal- 
e b e n e einer doppelt gekrtimmten Linie ist bekanntlich 



34) 



(w — :r) + (t; 



^)S + (" 



dz 



wenn man mit w, v und w die Coordinaten des allgemeinen 
Punktes jener Ebene bezeichnet. Mithin lautet die Gleichung 
der Normalebene der S chr aubenlinie : 

35) yu — XV — ptv = — 2^^' 

Es schneidet also diese Normalebene auf den drei Coordinaten- 
achsen die Strecken 

pz 

y 

pz 



36) 



a4 = — 



37) 

38) 



64 = + 



X 



Ci = + Z 



r 
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ah. Die Letztgenannte ist bekannt ; die beiden Erstgenannten 
kijimen sofort ala vierte ProportjoBalen constrnirt werden. 

Die Flachenwinkel, welche die Nocmalebene mit den 

GoordinateuebfineQ bildet , sind bekanntlich den unter IV be- 
rechaeten Neigungswinkeln Tj, t, und t, beziebungsweiBe gleieh ; 
der mit der XY-Ehene eingeschlossene Winkel ist also constant. 
{Siehe die Gleichnng Nr. 23.) 

VII. 
Die Halbmesser ^i and Qt der ersten und der zweiten Kriim- 
mting der Schraubenlinie haben, ausgedruckt darch a und p, 

dio Werthe 



39) 






^'=-^-^ 


u»d 








40) 






-^1-^. 


sind also 


con 


stant 


auch leicht aas a and p c 



lirbar. 

§ 34. Sclmlttearve eines Tonnengewolbes and eines kreis- 
ejlindrisotien Pfeilers. 

Die Obprflache einea nach dem Viertelkreise AP"Ai (siehe 
Fig. 68) gekriijiimten wagerecbt Ijegenden Tonnengew8lbes 

Fig. 68. 
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wird yori derjenigen einer iiber dem Halbkreise BP'D senk- 
I'pcht atehenden Pfeilermauer durchbrochen. Es ist 
OA = a, 
OB = b, 
JBC=CD = c 
nnd dabei 

6 + 2 c < «. 
Man soil , ausgedruckt dnrch irgend welche der tirossen a, 

X = OP:r, 

z = VP 

berBchnen : 

I. diejenigen Winkel t^, t^ und t^, welche die im allgemeinen 
Punkte Pder Dur chdr ingungal ini e EPF^u letztere 
gezogene Tangente mit den drei Achsen OX, OY und 
OZ bildet ; man soil 
U. die Gleichungen des Grundrissea nnd des AuFrisses 
jenei Tangente angeben, nebst den Abschnitten Oi und bi, 
beziiglich a^ und Ca, welche die genannten Frojectionen auf 
den Coordinatenachsen bilden; soli endtich 
III. die Gleichiing der durch P gehenden Normalebene 
nennen und die Acheenabschnitte Ot, 5i, c^ dieser Ebene 
berechnen. 

TJnter I, II und III soil auch angegebeu werden, wie sich 
die Winkel t^, t^, x,, beziiglich die Strecken Oi, fc], Oa, c^ 
und 04, }>^, Ci aus den Elementen a, b, c, x, y, e con- 
stmiren lassen. 

Losnng. I. Die Tangentenwinkei li, t, and t, sind, 
allgemein genommen, durch die Gleichungen Nr. 15 — 19 des § 33 
bustimmt. 

Fiir den Torliegenden Fall aber lautet, wie Fig. 68 lehrt, 
die Gleichung des Grondrisses der Durch dringungslinie : 



1) y=Vc*-x,\ 

renn tinter Xy die Strecke CPx verstanden wird, 

2) x,^ = X — {h -\- e) 
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Ferner lautet die Aufri ss gleichang : 

3) e = Va^—x^ . 
Hieraus folgt : 

4) ll'^.-S 

dz y 

und 

dz X 

mithin fiiv die L&nge des Bogendifferentials der Sclmittliiiie : 

yz 

Dempemilss ergiebt sich ; 



coar -■ *" 




VaV + x,:- 




*■» 




Va'y' + x, 


•,< 


,„.,.- 'y 





9) , 

Ea sind also, nach dem Cosinasbegriffe , die Winkel iw, ^y 
und T, doTch Zeichnung (rechtwinkliger Dieiecke) erhaltbar, 
wenn die Gleichangen Nr. 7 — 9 in den Fonnen 

10) 






aufgefasst werden. Man hat fiir Letztere nur vierte Proportionalen 
imd Hypotenuwen au construiren. 

II. Die Grundrisagleicliung der Schnittlinientangente 
(vergl. V dea § 33) lautet i 

13) '^,4-\~y'! = xx^^y^ 

oder 
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r, = l. 



14) -^-,^+ -^^ 

Es haben mi thin die Achsenabschnitte die Werthe : 

15) a^=£^L+J^=^ + l! 

Xi ^i 

and 

16) 6,=^^=s.+ ^- 
Der A u f r i s s der Tangente hat die Gleichung 

17) 4^+4^=1- 

Er bildet also auf den betreffenden Coordinatenachsen die 
Abschnitte : 



18) aa = 



a^ 



X 

und 



19) Ca =■ 



a2 



z 

Die Construction der Werthe Nr. 15, 16, 18 und 19 
ist selbstverstandlich. 

III. Als Gleichung der Normalebene der Schnittlinien- 
tangente ergiebt sich (gemass § 33, VI, Nr. 34) 

20) • A =1. 

Die von jener Ebene auf den Achsen gebildeten Abschnitte 

haben mithin die Werthe : 

21) a4 = — ^1, 

22) h, = y, 

23) c, = ^. 

X 

Anmerkung. Grundriss und Aufriss der Durchdringungslinie 
sind KreisbSgen. Mit Benutzung dieses Umstandes kann man 
die XY"- Projection der Tangente erhalten, indem man durch P' 
eine Senkrechte zu CF' zieht; die XZ- Projection aber als Senk- 
rechte zu OF" durch P". Dabei ergeben sich auch (ohne Rechnung) 
ai und fei, a^ und c^. Ferner lassen sich aus den Projectionen 
der Tangente die Spuren der Normalebene durch Construction 
ableiten (wie die darstellende Geometrie es lehrt). 



r. 
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35. Tangenten a, b. w. doppelt gekrfimmter Weglinien. 



Wpdji von einer Wegachse die Oleichtmg des Grundri saea 
lickannt ist und aoch die des Aufriases, ao kann man die 
Tangenten, die Normalebenen u. s. w. jener Achse ana- 
lytisch gaiiz so untersuchen, wie es in den beiden vorhergehenden 
Parapraplien beziiglich der dort behandelten Baumenrven geachehen 
iat. Diea ftlr einige Beiapiele durchzufuhren , m6ge liiermit an- 
geregt sein. 

Kennt man die Gleichungen jener Wegachaen-Projectionen 
n i c li t , wohl aber die Lage kennaeichnender Pnnhte der letzteren, 
30 luasen 3ich {in der durch den Abschnitt A des § 27 gelehrten 
Art) iiaherungaweise geltende Frojectionen-Gleichnngen er- 
niitteln, diese aber dann an Stelle der streng geltenden be- 
natzpo. Auch dieses set hierdurch angeregt. 

B. 
Uber Gleichsteigende, n&mlich liber L i n i e n gleicher 

Stejguug auf gegebenen Flaehen (vergl, § 33),- seKe 
man die im jLiteraturverzeichniss' genannte Abhandlung von 
M. Hnth. Anch : ^Jeihrbach iiber die Fortachritte der Mathe- 
inatik", Jahrg, 1893/94, S. 1210, wo die HutU'sche Arbeit be- 

Es liaben jene Uleichateigenden fiir den B a tt - 
ingenicur, nJunlich als Weglinien, einige Wichtigkeit. 
Im Hochbau kommen sie z, B. als W e n d e 1 1 r e p p e n 1 i n i e n 
und bei niifsteigenden Rundgangen vor, die sich zwiachen 
einein iniieren nnd einem ausseren Kuppelgewolbe befinden. 

Derartige Corven conatanter Steigung zu nnter- 
snchen, sei ebenfalls empfohlen. 

§ 36. Qleichgewicht ant einer Rautncurve. 
Es moge die durch die Fig, 68 (S. 141) dargestellte Schnitt- 
linie Kweier Cylinderflachen vorliegen ; doch soil 

sein, also B mit zusammenfallen ; ferner 

niithiii D in A aich befinden. 
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Auf der Schnittlinie EPF (jetzt A^PA) moge ein Punkt P 
(von der Masse 1) frei beweglich sein. Es soUen auf ihn , im 
Sinne der positiven Xy y und z^ drei Krafte TJ^ Fund W 
wirken , welche proportional x , beziiglich y und z sind , fiir die 
Einheiten dieser Strecken aber die constanten Werthe L, be- 
ziehentlich M und N haben. 

Zu ermitteln sei , an welchen Stellen der Durchdringungs- 
curve (also fiir welche Betrage von x) sich der Punkt P im 
Gleichgewichte befindet. 

Losung. Zunachst ist ohne Rechnung klar^ dass A und Ai 
im den Punkt P Gleichgewichtslagen sein mussen. 

Die Abscisse einer d r i 1 1 e n Gleichgewichtsstelle ergiebt 
sich, wenn man beachtet dass, laut Theil I, § 40, 

1) u+V^+W^ = 

ax ax 

die allgemeine Gleichgewichtsbedingung ist ; ferner dass hier 
die Werthe 

2) U = Lx, r=My, W=^N0 
einzufuhren sind ; endlich , dass die beiden fiir Nr. 1 nothigen 
Differentialquotienten der Grundrissgleichung 

3) y = )/x (a — x) 
und der Aufrissgleichung 

4) == )/a^ — x'^ . 
entnommen werden konnen. 

Es fiihrt dies auf 
,, _ M 

yras der Bedingung 
unterliegt. 

§ 37. Doppelt gekriimmte Linien im Gebiete der N9.1ierang8fonneln. 

(Vergl. § 28.) 

Oft kommt es vor , dass eine Function von zwei Verander- 
lichen, also 

1) ^1 = /i (^, y) , 

z. B. 
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2) e, = yi-\- mx^ + ny» 

(nobei «K und » bekamtte gemeine Zahlen bedeaten, etwa fit ^ 0,45 
und n = 0,73 ist) dureh eine a n d e r e Fanctiou zweier Variabelen, 
mithin durch 

3) ei=h{x,y), 
z. B. 

4) gi=a-^§x^-\~yy^ 
nithf^rungsweise ersetzt weiden soil and zwar inneihtilb ge- 
wiaser G r e n z e n , welche fiir die Werthe von x und y vor- 
geschrieben sind. 

Es soil also dcuin Gebraacb gemacht werden von der Niihe- 
ningsformel; 



&) Vl + mx' -\-nt/* = a-{- fix* + yy". 

Die Werthe der n Coeftieienten «, § u. a. w. kann man 
hiei'bei aXs gemeine Zahlen angeben, wenn n Bedingungen 
vorliegen , ivelche die Anfatellung von « Gleichungen gestatten, 
aus denen sich a , ^ . . . . berechnen lasaen (wenn also z. B. 
vorgeschrieben ist , dass die Naberungsformel Nr. 6 fehlerfrei 
sein aoll 







I. 


fiir a! = 


und 


y 


= 0, 






n. 


. ^ = i 




y 


= i, 






m. 


n a: = | 


„ 


y 


= J). 




Jodct 


solchen Nitherungsformel haftet 


der F 


7) 






^ — «i 


— Zi 






also 














8) 






« = /■■{»,!/ 


-f. 


(», 


y) 



an; z. B. in dem oben genannten beaonderen Falle der Fehler : 
9) z = Y'l -i- mic» + «y» — (a + ^x-' + yy^). 

Er iat nur fiir diejenigen Punkte gleich Null, welche anf 
der (im Allgemeinen doppelt gekriimmten) Schnittlinie 
der beiden P 1 S c h e n liegen , die durch die Gleichungen Nr. 1 
und 3 gekennzeichnet aind. Diese Schnittlinie za untersuchen, 
bietet Interesse. 

Man fuhre das biermit Angedeutete tiir besondere 
Falle vollatandig dnich ; zunachst etwa fiir den der Nahnrungs- 
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formel Nr. 6. Man untersuche also Linien fehlerfieier 
P u u k t e fiir NSheningsformeln, welche in Bezug auf Fuact.ionen 
von zwei Veranderlichen gelten ; und zwar fiihre man die Uater- 
suchung im Sinne des § 34. 

c. 

FLACHEN. 

§ 38. Die nnve^nderliohbeit des Prodnktes dreier poBitiven 
Variabelen. 

Ween ein Sammelbecken (Fig. 47 auf Seite 99) oder 
irgend ein anderer Raum , die Form einea geraden reftht. - 
winkligen Parallelepipeds nnd dabei die Kantenliingeu 

AB = x, BC = y, BF=z 
liat , HO ist sein kSrperlicher Inhalt V auagedruckt durch di* 
(jleiiihung 

1} V=xyz. 

Es moge featgesetzt werden, dass Letzterer constant sei; 
ptwa gleich A*. 

Dana best eh t die Gleicbung 
2) xyz = k^ 

Oder 

. xy 

Sie stellt, wenn x, y und Z ala rechtwinklige Coordinaten 
i-ines i'unktes P aufgefasst werden, eine FlSche dar (fiir die 
im i'ulgenden nur positive x, y, z in Betracht kommen) und 
bildet ein Seitenstiick zu der Linie 

4) xy ^= A*, 

welche z. B. das Mariotte'ache oder Boyle'ache Gesetz 
auadriickt- {Vergl. § 26 dea eraten Theiles dieses Werkes.) 

Die Gleicbung Nr. 2 gilt bekanntlicb im Weaentlichen auch 
fiir das Volumen von vielen a n d e r e n Korpern (nicht nar fiir 
das diis geraden rechtwinkligen Parallelepipeds). DocL hnt ilie 
Volumengleichiing nicht immer jene Form. 



1 
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Es isf die durch die Gleichung Nr. 2 beatimmte FUchc a 1 1 - 
g e in e i n aufgefaast diejenige , welche die Unverftnderlich- 
keit des Produktes dreier Variabelen darstellt, mtd 
zwar unter Benutzimg rechtwinkliger Coordinaten. (Gatiz sr>, wie 
durcli (lip gleichae i tige Hyperbel das Constautsein des 
Produktes von z w e i Verfinderlichen dargeatellt wird.) 

Pijr jene dQich die Gleichung Nr. 2 gekennzeichnete Flfirhe 
soil man ermitteln : 

I. dip Art der S p u r e n , also derjenigen geometrischen Ge- 
hilde , welche aie mit deD drei Coordinatenebfinen go- 
mein hat; 
11. die Natur der Haupt-Parallelschnitte, namlich der 
Sf hnitte, erzet^t durch Ebenen, welche den Coordinaten- 
e b e n e n parallel liegen ; 

III. die Gleichung der Tangentialebene, wie aut-li die 
Werthe derjenigen Strecken a, b und C, welche letztere auf 
den drei Coordinatenachsen abschneidet ; 

IV. die Winkel v^, Vy, v,, welche die Normale der Fliiche 
mit den lotztgenannten Achsen bildet ; auch die Art ilcr 
Constrtiction jener Winkel ; 

V. dip Gleiehungen der Normale und die Betrage der 
Strecken , welche die Normal en-Pro jectionen auf den Co- 
ordinatenachaen abschneiden. 

Loaung, *) I. Aus der Gleichung Nr. 2 ergiebt sich ; Die zu 
untersachende Fliiche hat keine Spnren. Sie schneidet oder be- 
riibrt die Coordinatenebenen nicht , nahert sich ihnen aber 
a s y 1)1 p t t i s c h , wenn die x, y and S ins Unendliche wacliseu. 
Man hat alao mit einer asymptotischen FlSche dritten 
Grades zu thun. 

II. Jeder XT'- P arall e 1 a ch ni tt , namlich jeder FJacheu- 
schaitt , erzQugt durch eine Ebene, welche der XJT-Ebene in 
dem Abstande Jii parallel liegt,, hat, laut Nr. 2, die Gleichung 



") Das hier unter I— V Folgende wird in den nachsten Ali^chnittec 
vielfach angewendut. 



.«r5>j,»-7^rv V. 
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Er ist also eine gleichseitige Hyperbel mit den 
Scheitelcoordinaten 1/ j-- oder, was auf Dasselbe hinauskommt, 

^1 
Dasselbe gilt, im Wesentlichen, fur die X Z- und Y^-Par- 
allelschnitte, namlich fiir die Flachenschnitte, welcbe erzeugt 
werden durch Ebenen, die den beiden verticalen Coordinaten- 
ebenen parallel liegen. . 

Es haben jene Schnitte die Gleichungen 

6) ^^=^ 

und 

wenn mit ^2 der Abstand von der XZ-Ebene bezeichnet wird, 
mit hz der von der YZ-Ebene. 

Da alle diese Schnitte gleichseitige Hyperbeln sind und die 
Gleichung Nr. 2 vom d r i 1 1 e n G r a d e ist , so hat man Berech- 
tigung , die Flache eine gleichseitige Hyperbelflache 
dritten Grades zu nennen ; oder eine gleichseitige 
cubische Hyperbelflache. 

Anmerkung. Wegen d^rnaheii Verwandtschaft, die zwischen 
der gleichseitigen Hyperbel und dem Kreise besteht, hat diese 
gleichseitige cubische Hyperbelflache nahe Beziehung zur 
Kugelflache. 

Man unterlasse nicht, eine Zeichnung jener Hyperbelflache 
zu geben. Es hat keine Schwierigkeiten , wenn die Flache ab- 
gebrochen dargestellt wird, also die drei durch Nr. 5, 6 und 7 
bestimmten Schnittlinien abgebrochen gezeichnet werden. 

JH. Hat eine auf ein rechtwinfcliges Coordinatensystem be- 
zogene Flache die Gleichung 

8) z^f{x,y) 

und werden die Coordinaten des allgemeinen Punktes ihrer T a n - 
gentialebene ^mit | , jj und 'Q bezeichnet , so kommt der 
letzteren bekanntlich die Gleichung 
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») (I- -'*' 

Aas Nr. 3 aber folgt, dass fur unsere Flfiche 

is 

10, T— = ■ 

ox X ' 

ferner, dasM 

de e 

11 -v- = 

' h y 

Demzufolge lautet die Gleichnag der die FlSche beriihrenden Ebene: 

12) l_|_5_^.i- = 3. 
' X ' y s 

Mithin bildet diese Tangentialebene anf den drei CocirdinattiL- 

achsen die Abscbnitte 

13) a = 33:, 
U) i=3y, . 

15) c = Ze. 

Anmerkungen. Sonach iii jene Bertthrende lei';:ht zu i:ou- 
Btmiron. Man kennt (durch Hr, 13 — 16) die Lage ihrer drei 
Spur.n. 

Ferner Iftsst sieh — was nicht ganz unbeaohtet bleiben uiSge — 
aii.s den far die Achaenabschnitte (a, b, e) gefundeuen Werthea 
leicht vtbleiten: 

a. der Fl^cbeninhalt des zwischeu den drei Coordinntenebenen 

liegenden Theiles der beruhrenden Ebene; 
f). dae Volumen derjenigen Pjramide, welche die lutKtjji'uaunto 

Hbeno mit den drei erstgenannten bildet; 
;■, iler Oberflilcheninhalt dieser Pyramide; 

if. die BemerkuDg, dass das Produkt der drei AchseiiLilisi^liiiitte 
[a, h, c) constant iat, namlich gleich 27 fc'; 

FUr (lie Fiachenstelle 

16) x = y = ii = k, 

welohr. der Seheitel heissen mSge, hat man, geniSss Ni'. 1^ — 15: 

17) a = b=c = Zk, 

was besondere Beachtung verdient. Eg empfiehlt sich. diesen 

•) Hieriiber, wie auch bezttglich der anderen Satze der Differential- 
rechnung, welche im Abschnitt C, namlich in den §§ 38— 4'2, benntzl; 
werden, sehe man, wenn nOthig, SchlOmilcb, Compemlinm A<:ir 
hohoren Analysis, Bd. I, § 27 imd 28. 



I 









^•/-.•.^ 



Vs 



■.!•• 



^• 



/ 



•v., 
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Scheitelpunkt in die am. Schlusse von II angeregte Zeichnung 
einzutragen ; desgleichen die drei Schnittlinien , welche erzeugt 
werden durch Ebenen, die ihn enthalten und den drei Coordinaten- 
ebenen parallel sind. 

IV. Unter der N o r m a 1 e der Flache von der Gleichung 
Nr. 8 versteht man bekanntlich die Gerade, welche durch den 
Beriihrungspunkt geht und auf der Tangentialebene senkrecht 
steht. Ihre Richtungswinkel i^ar, Vy \md Vg (also die Winkel, 
welche die Normale mit den Coordinatenachsen bildet) sind be- 
kanntlich bestimmt durch die Gleichungen 

^^ 
18) cos»^x = — ^ , .. . „ 



vm'+m+^ 






19) cosv« = - 



K©'+0" + ' 



20) cos n = A , -7— _ — :^ . *) 



Man hat also, gemass Nr. 10 und 11, fur unseren Fall: 

yz 



21) 0,0^ Vx = 

22) cos Vy = 



W 

xz 

xy 



23) cos Vz = ,,r ■ 

w 

wobei : 

24) W= Vix^^Jxzy + lyzj~K 

Nr. 21 ist aus x, y und z construirbar (als anliegende 
Kathete dividirt durch Hypotenuse) in der Form 

y 



25) COS>^jr=r 



|/x-f,H-"(f) 



oder : 



^) Siehe die am Fusse der Seite 151 stehende Bemerkung. 



Ebeiiso liisst sich Nr. 22 constmireB in der Form: 



odet r ■ 

28) 



Endlicli kann Nr. 23 in der Form 

23) 



oder 

30) 
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"F-+.'+(f)' 

:. 22 constmireB in ( 

X 

in der Form 



diirch Construction eihalten werden. 

Anmerkung. Far ^e am Schlusae von 111 bereila acnaiiiitp 
Fl&chenBtelle 

lief em die voratehenden Gleichungen 

) COS^I— C0Sry_C08v,_— ■ 

Die Sclieitelnorjnale bildet daher rait jeder der ilici (iocinU- 
natenachsen den Winkel 

32) K = arc eoa -J^ = arc tan Y2, 

wclchci' botanntlich sehr leicht construirt werden kann. 
En iat 

33) K = 54M4'8". 

(Man vergleiche Theil I, S. 52, wo der Complement win he] lie- 
ztiglich einer Beleuchtung3auf);abe vorkommt.) 

V. Die Gleichungen der Normale (namlich die ihrer 
di'ei Project ionen) lassen sich folgendermaseen finden : 

Nenntnian die Coordinaten des allgemeinen PunUteH der 



1 
I 



^ 
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Normale u, v, tv, bezeichnet man ferner die Normalenstrecke, 
welche von diesem Punkte bis zum Berxihrungspunkte {Xy t/, z) 
liegt, mit .9, so gelten znn^chst die Gleichungen : 

34) u — x^=sco^Vx, 

35) V — y = s cos Vy , 

36) w — jer = s cos v^ . 

Mithin hat die X^- Projection der Normale die Gleichung : 

U X QO^Vx 



w — z 
also, gemass Nr. 18 und 20: 



CQSVg 



37) 



U — X= T-{^ ^)- 

OX 



Ferner folgt aus Nr. 35 und 36, dass der yZ-Pr o j ection 
der Normale die Gleichung 



38) 



bz , . 



zukommt. 

Durch Nr. 37 und 38 ist auch die Gleichung der X Y- P r o - 
j e c t i n der Normale bekannt, namlich : 

bz 



39) 



u 



X 



v — y 



= + 



9x 
"bz 
by 



Gemass Nr. 37, 38, 39, 10 und 11 lauten also fiir unsere 
Flache die Gleichungen der drei Projectionen der Normale: 

40) x{U'- x) = z {w - z)y 

41) y(v—y)=z{w — z), 

42) x{u- x)=y{v - y)\ 

oder, zusammengezogen : 

43) x(;u — x)^=y {v — y) = z (w 

Nr. 40 lasst sich umformen in 

X z 



^). 



44) 



u — 



x^ — z^ 



w= 1. 



Mithin haben fiir die XZ- Projection die Achsenabschnitte die 
(leicht aus x und Z construirbaren) Wertbe . , 
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45> Oa = — 



J^3— ^2 



X 

und 



46) Ca= + 



Z^'-X^ 



z 
Fern^r folgt aus Nr. 41 : 

y ■ z ' 

47) 2 . t; ^ ^w; = l. 

Es bildet also die YZ- Projection der Normale auf den Achsen 
der y und z beziehungsweise die Abschnitte : 

I 

48) 63 = 4-^ -^ 

y 

«/2 — z'^ 

49) . C3 = — » 

welche leicht aus y und z construirt werden konnen. 

Anmerkungen. Fdr den am Schlusse von III genannten 
Scheitel der FlSiche (siehe Gleichung Nr. 16) gehen die in Nr. 46, 
46, 48 und 49 stehenden Worthe in Null iiber. Dies kann durch 
die Anschauung sofort best3,tigt werden. 

Femer lauten f(ir jenen Scheitel die Gleichungen Nr. 40 — 42 : 

50) I* = tc, v = «?, I* = r, 

was ebenfalls durch die Anschauung BostS^tigung findet. — 

Zum Schlusse werde hiermit angeregt: fUr die Flache von 
der Gleichung Nr. 2 die Erummungsverh&ltnisse zu unter- 
suchen; insbesondere , ob sie einen Ereispunkt hat, also eine 
Stelle, an welcher jeder Normalschnitt dieselbe Krummung be- 
sitzt. Hieriiber sehe man: 

I. Schl5milch, Compendium n. s. w., Band I, § 28. 
II. Schl5milch, Uebungsbuch u. s. w:, Theil I, S. 126, Nr. 7. 
III. SohnCke-Amstein, Sammlung von Aufgaben u. s. w., Theil I, 
Seite 242, Nr. 86 der 4. Auflage. . 

Femer moge fiir tiefer gehende Untersuchungen der Flache 
(von der Gleichung Nr. 2) Beachtung finden : 
tV. 'Die im Literatuirverzeichniss genannte Arbeit von B. Meth (welche 
auf Seite 206 des 19. Jahrganges der Zeitschrift fur mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht be- 
sprochen ist). 
V. Zeitschrift fiir physikalische Chemie, Band I, S. 491 u. 492, 

unter V. (Theil einer Abhandlung yon J. H. van't Hoff.) 
VI. Hoppe, Principien der Flachentheorie, § 58 der 2. Auflage. 
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§ 39. F19^heii, weldie Hessongsergebnisse darstellen. 

A. 

Ein Hyperboloid. 

Von irgend drei veranderlichen Grossen x, y und z moge 
bekannt sein (oder angenommen werden), dass zwischen ihnen 
eine, nicht naher bekannie, Beziehung erstenoderzweiten 
Grades, namlich ein Zusammenhang von der Form 

1) Ax^ j^By^+Cz^ 

+ Dxy -}- Exz -f- Fyz 
+ Gx +Hy -\-Jz 

bestehe. Man hat durch Messungen und durch Auf losung der 
hierdurch gewonnenen Gleichungen (siehe die §§ 21 und 42 
des I. Theiles dieses Werkes) erfahren, dass 

A = 1,20, 
B = 0,09, 
C= — 3,12, 
E= — OM 

ist , die iibrigen sechs Coefficienten der Gleichung Nr. 1 aber 
gleich Null sind. 

Es besteht also die Beziehung 
3) 1,20 x^ + 0,09 y ' - 3,12 Z^ - 0,14 = 0. 

Nun soil ermittelt werden : 

I. durch was fiir eine F 1 a c h e diese Gleichung Nr. 3 dar- 
gestellt wird , wenn man die Veranderlichen x, y, z als 
rechtwinklige Coordinaten auffasst ; 
11. wie die Gleichung der Tangentialebene dieser Flache 
lautet und welche Abschnitte jene Ebene auf den drei Co- 
ordinatenachsen bildet ; 
III. welche W i n k e 1 j^^ , Vy, v^ die N o r m a 1 e der Flache mit 
den letztgenannten Achsen einschliesst und wie diese Winkel 
sich construiren lassen. 

Andeutungen zur Losung: I. Die Gleichung Nr. 3 
hat die Form 

X"^ . t/^ if^ 

^ a^ ^ b^ c2 
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Es ist, die gesnchte Flache mithia ein eiuschaligee drei- 
achsiges Hyperboloid. Ihr Mittelpunkt, liegt im Co- 

ordinatenanfauge ; ihre Achaenrichtungeu fallen mit denen des 
Coordinatensystems easammen ; die Lingen der Halbachsen hahen, 
liiut Nr. 3 uml 4, die Werthe: 



' 1,20 



3,12 

imd zwar uuf zwei Decimal stellen abgemndet. 

Anmprkung. Man zeichne imter Benutzung dieeer Zablen 
mindeetens einen Octanten der Flache. 
II> Wird die Fl&chengleichung zuiia.cbst in der a II g e ' 
m e i n e n Form Nr, i benutzt, ao ergiebt sieh : 

ox a^s 

Gemass § 38, 111, hat also die Tangentialebene die 
Gleichtmg 

.0) „45 + |^.-^S = : 

und achneidet auf den drei Coordinatenachsen die Strecken 
11) a = ~> 

12, ,= -,^ 

13) y=-T 

ab , welche aich aus a, b, C, X, y und Z lejcht construiren 
lasseu. 

Fur den durch die Gleichung Nr. 3 gegebenen besonderen 
Fall von Nr. 4 sind die bezuglich der Halbachaenlangen geltenden 
WertliR Nr. 5 — 7 in Nr. 8—13 einzusetzen. 



"^t^^!^ .H^^^'-r- 
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III. Die W i n k e 1 v^, Vy und Vz , welche die Normale der 
durch die Gleichung Nr. 4 gekennzeichneten Flache mit den drei 
Coordinatenachsen bildet, sind (gemass § 38, IV) bestimmt durch : 

14) cos Vx = - 



y 

16) cos V. = + ^^ 



15) cos Vy= — 



wobei 



ist. 

Nr. 14 kann in der Form 

X 



18) COSVar = 



v-+m'+m 



durch Benutzung ahnlicher und rechtwinkliger Dreiecke c o n - 
struirt werden. Das Entsprechende gilt fiir Nr. 15 und 16. 

Beziiglich des besonderen Falles (Gleichung Nr. 4) haben, 
was die Halbachsenlangen a, b und c anlangt, in Nr. 14 — 18 
wieder die Zahlenwerthe Nr. 5 — 7 Giltigkeit. 

B. 
Drei Mittelwertbflachen. 

Durch geeignete Messungen (man vergleiche den Anfang 
des Abschnittes A dieses Paragraphen Nr. 39) moge gefanden 
worden sein , dass eine Grosse in einem e r s t e n Falle das 
arithmetische Mittel zweier verander lichen, stets positiven 
Grossen x und y ist , in einem z w e i t e n Falle das g e o m e - 
trische Mittel, in einem d r i 1 1 e n das harmonische. 

Die auf Grund von Messungsergebnissen durchgefiihrte Rech- 
nung moge namlich beziiglich der Vorzahlen (Coefficienten) der 
Gleichung Nr. 1 ergeben haben : 

fiir den I. Fall : 6r = 0,5 ; jH = 0,5 ; J = - 1 ; 
„ „ n. , C=l; D = -l; 
, ,m. , D = -2; E=l', F=l', 
und in jedem der drei Falle alle iibrigen Vorzahlen gleich NulL 
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Man faese die Variabelen x, y and s als rechtwinklige 
Coordinaten aiif , nenne zunachst die Gleichungen der 
<lrei Flflchen, welche die genannten drei Gesetze ansdrAcken, nnd 
untersQche dtiiiu jene Flachen in der dmch § 38 sngegebenen 
Weise (soweit e»i einer Uutersnchong iiberhaupt bedarf). 

Andeutnagen zur Lfisang. Die ersie Fl&che hat die 
Gleichung 

19} ^ = — p^; 

(lie z w R i t » die Gleiclmng : 

20) e=(/j:y; 



§ 40. TragfcraMliclien for BaUxn.*) 

A. 
Fiir die Tragkraft P eines Balkeua mit rechteckigem Quer- 
schnitt gilt die Gleichung : 

"61"' 
wobei 6, A, I und T die auf S. 125 angegebene Bedeutung haben. 

1st die Liiage I constant, bo k&nnen die Werthe der 
Tragkraft P angesehen werden als die « einer anf ein recht- 
winkligea Syatein bezogenen Fliiche , deren x die Breiten 6 and 
deren y die Huhen h des Balkens sind, 

Man berechne fflr diese Tragkraftflache, welche die 
Gleichung 

2) z = kxy^ 

3) P = ^S*. 

hat, nach Anleitung des §38 die Gleichung der Tangen- 



1) P=- 



) Siehe § 29, Abachnitt B. 
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t i a I e b e n e , die Werthe der Riclitungsninkel der Nor- 
ma 1 e a. s. w. Dabei gebe man ftir das tiefundene wenigstens 
1 1] e i 1 w e i s e durch Zeichnung eiae Daratellnng. 

Andeutnngen zar Ldaung. Es fiihren die im § 38 
^enannten S&tze der Differentialrechnnng zu dem Gesuchten , so* 
bald in die betreffenden Gleichungen die Werthe der aus Nr. 2 
(odet 3) folgenden Differentialquotienten eingefiihrt werden. So 
ergiebt sich z. B. 

ills Gleichang der Tangentialebene (wobei |, tj und ^ 
ilii' Coordinaten des allgemeinen Piuiktes der letzteren sind). 

Diese beruhrende Ebene schneidet hiernach auf den Achsen 
ili-r X, y and z die Strecken 2^, y and — 2g ab, ist also leicht 

i-i.nstruir bar. 



Wird angenommen , dass Breite, HShe und LJLnge (fe, h, I) 
(Ifs Balkens yeranderlicli aind, hingegen das Votumen 

5( Y=hhl 

<.' o u s t a n t ist (also auch die Mateiialmenge constant), so geht 
die Gleichnng Nr. 1 fiber in : 

Setzt man aleo 



so lautet fur diesen Fall dieGleichungderTragkraft 

f I ii c h e : 



wobei X , y und S (die Coordinaten des allgemeinen Flachen- 
punktea) die in dem Abscbnitte A genannte Bedeutung haben, 
uiiinlich X die Breite des Balkens bezeichnet, y die Hflhe, s die 
Tragkraft. 

Auch far diese FlJlche moge die Berechnung Desjenigen 
iiiigeregt aein, was unter A verlangt wnrde. 
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§ 41. Drei GHelchgewiclitaaufgaben. 

A. 

Eine auf ein rechtwinkliges Coordinat«n system beaogene voll- 
kommen starre E b e u e , moge auf alien drei Achaen die Streeke a 
abscbreiden. Ein scbwerer Pankt P, von der Masse 1, soil auf 
jener Jilbene beweglict sein. Ansser der Schwere (welcbe in der 
Richtaiig der negativen s thatig ist) mfigen auf den Pankt zwei 
KrS,fte U und V wirken ; die erstgenannte im Sinne der positiven 
X, die letztgenannte in dem der positiven y. Dabei soil U pro- 
portional X, V proportional y sein ; beide Krafte aber sollen fiir 
x ^ */ =: 1 die Intensitat A. haben. 

Man berechne, an welcher Stelle der Ebene sich der Punkt P 
im Gleichgewichte befindet, 

L 6 8 u 11 g. Hat die starre Flflche, auf welcher der Punkt P 
beweglich ist, bezUglieh eines rechtwinkligen Coordinaten8yst«ms 
die Gleichung 

1) »=/■(«,») 

tind wirken auf ihn die Krafte U, V, W im Sinne der positiven 
Achsen, so findet bekanntUch (aiehe Theil I, § 45) Gleich- 
g e w i c h t atatt, wenn die Bedingungen 

2) ?/+ TT f^ = 

' hx 



by 
erfiillt sind. 

Naehdem man in diese Gleichungen das fiir unseren Fall 
Geltendo eingefiihrt und dabei, wie iiblich, die Beschleunigung der 
Schwere mit ff bezeichnet hat. ergeben sich die Werthe 



4) 




.=, = -1 


und 






5) 




_^» + ., 


ills Coonlinaten 


der 


Gleichgewichtastelle. 


Fulirm.nn. An» 


eniliin 
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B. 

Die E b e n e , auf welcher der vorher (unter A) genaunte 
schwere Punkt P verschiebbar ist , moge jetzt allgeraeiner 
liegend gedacht sein , namlich so , dass sie auf den drei Coordi- 
natenachsen die Strecken a, b und c abschneidet. 

Es seien diejenigen Krafte U und V zu berechnen, welche 
im Sinne der positiven x und y auf den Punkt P wirken miissen, 
wenn er auf der bezeichneten Ebene iiberall im Gleiehgewichte 
sein soil. 

L 6 s u h g. Die Gleichungen Nr. 2 und 3 geben : 

6) V=—±g 

und 

7) F=-|,. 

Es miissen sich also die Krafte U, V und W wie die re- 
ciproken Werthe der Strecken a, b und c verhalten, wenn der 
Punkt P an alien Stellen der vorgeschriebenen Ebene im Gleieh- 
gewichte sein soil. 

C. 

Parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems mogen drei Krafte V, V, W wirken, welche den Strecken 
X, y, proportional sind und fiir die Einheitswerthe der letzteren 
beziehungsweise die BetrS-ge A, B, C haben. 

Man soil berechnen, auf welcher starren Flache ein Punkt 
iiberall im Gleiehgewichte sein wird , wenn auf ihn nur jene 
drei Krafte einwirken. 

L 6 s u n g. Gemass Nr. 2 und 3 miissen die Bedingungen 

8) Ax + C^^ =0 

ox 

und 

9) By-{-C0^ = O 

by 

erfiillt sein. Dies ist der Fall , wenn die gesuchte Flache die 
Gleichung 

10) Ax^ + By'- -\-C0^ = D 
hat. 
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Mithin befindet aich der bewegliche Punkt auf alien den. 
Ellipsoiden im Gleichgewichte , deren Mittelpunkte im Co- 
ordinfttenanfange liegen , deren Ach sen rich tun gen mit denen des 
Coorditiatensystema zusammenfallen and deren Halbachsenl^ngen 

pIrIi ftie ^-^ : -7= : — ;= verhalten. 

\'A V^ Vg 

t; 42. Anre^nDgen and ADmerfciiiig;eii in Bezng anf Fl&clien. 
1. 

Geou^etrUchB Darstellung der Rauminhalte bausteinffirmiger 
Kerper von gleicher Oberfl&che. 
Haljen ban 9 1 e inf 6r m ig e KSrper, n&mlich gerade recht- 
winkli^e Parallelepipede , die Kantenlangen x, y nnd s, so gilt 
fiir das Volumen V eines jeden derselben die Gleichung : 

1) V=xyz. 

Wird vorgeschrieben, dass sie alle den constanten Ober- 
fl^cheninhalt S haben sollen, so besteht die Beziehung : 

2) S=2xy-\-2xz-^2yz. 
Es ist also dann 

Daher. gemass Nr. 1 and 3, 

' ^ 2ix-\-y) 

Man fasse niin die VerSnderlichen V, x und y als die recM- 
winkligen Coordinaten eines Punktes P auf. Dann stellt dif^ 
Gleichung Nr. 4 eine algebraische Flache vierten 
Grades dar. 

Dieselbe untersuche man in der durch § 38 bezeichneten 
Weiae, hierbei x und y als die beiden Grundriss coordinaten, 
y als die Hohencoordinate ansehend und beachtend, dass sie 
alle drei niclit negativ sein konncn. 



Die InnonfUchen-Inhalte kastenfarmiger KSrper 1 
gleichem FasaungBranme. 
Wena iigend einHohlraum, z. B. einSammelbe 
(eine Grubo), siehe Fig. 47 anf Seite 99, Kastenfor 

11* 
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(namlich die Form eines geradeii rechtwinkligea Parallelepipeds) 
und-weon seine Kantenl&ngen £^, BC and BF beziehnDgsweiae 
mit X, y und z bezeichnet werden, so gilt fiir den Inhalt S 
seiner lunenfiache die Gleichtmg : 

6) S=xy + 'i{xz-iry^) = xy^-2{x + y)z. 

1st der Fassungsraum 
. 6) V = xys 

als constante GrOsae vorgeschrieben, so verwandelt aieh Nr. 5 in 

xy 
Man selie nun die droi Grossen x, y, S als rechtwinklige Co- 
ordinaten eines Punktes an {x and y als die seines Grundrissew, 
S als seine Hfthe iiber der XF-Ebene) und imtersuche die dann 
(lurch Nr. 7 bestimmte F 1 a c h e in der am Schluaae des vorstehend^n 
Abschnittea (I) genannten Art. 

Anmerkung. Ea empfiehlt sich, hier den § 21 zn beachtmi. 

III. 

Das Fiachenbild der Oberfiacheninhalte ranmgleicher 
Pvramidendacher. 
Steht ein Py ram idendach von der Hfihe S'S=3*) 
ubei' einem rech teckformig en Grundrisse, welcher die 
Seitenlangen AD = X and AB = y hat, so gilt ftir den (aus 
vier Dreieeken beatehenden) Oberfiacheninhalt F jenes 
Uaches die Gleichung ; 

8) F= i (y Vx^'-fig' + X Vy-'i-Ti'). 

Ferner hat man bezaglich des Dachvolumens Fdie 
Gleichung : 

9) V = ixyz. 

Fiir den Oberflaeheninhalt F aller derartigen Ditcher, weleln^ 
das gleiche Volumen V haben, gilt mithin : 

10) F = - - (k^Z+MZ! + t^SEEMJ!] . 

Man behandle diese Gleichong so , wie es unter I and U 
fur Nr. 4 und Nr. 7 angeregt worden ist. Auch beaehte man 
den Inhalt des § 22. 



I 



•) Siehe Seite 101, Fig. 48 (in welcher aber jetzt ABCD als x. 
fjleichanitigee Rechtt'ck zu denken ist, nicht als Quadrat). 
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IV. 



Hiigelformen mit bekannten Protilen und l8ohj]isi'a. 
GewOlbeformen. 
Voii der Oberflache irgend einer Erdmasse, Beryfoini 
odci- Hiigelgestalt moge angenommen werden , dii^s die 
Gleichungen der P r of il e ^JK C und BJS' C (Fig. 691, w.-lclic 
in zwei zu einander senkrechten Ve r ti c al eb e ne n 'X.OZ und 
YOZ liejieiL. bekannt seien. 
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Fcrnw soil angenommen werden, dass alie Ebenen , wel<'lir 
der wagereuhten Coordinatenebene XOr parallel liegen, dir (lliei- 
fliwilie jenor Erdmasse in Linien (laohypsen, Schichrliuien, 
Niveaucuj'ven) schneiden, die unter sich gleichartig aind 
{/,. B. Ellipsen) und deren Gleichungsform man kenne oder leicht 
herauleiten vermege. 

Dann lasst sich im Allgemeinen auch die G 1 eic hu n g d im- 
Obfirflilche jener Erdmasse (z. B. Bergform) angeben und niit 
Benutznng der erhaltenen Gleichung die FUche bezuglit.-h ihier 
Tangent, ialebenen, Normalen «. s. w. im Sinn" ili'ti § 3W 
unter sncben. 

Man fiihre dies aunachst durch fttr den Fall, dass dir \'ri>M<' 
AMO und BNC Ellipsen-Quadranten sind mit ,W 
Halbarhsenlangen 

OA = a, OB = b, OC = c, 
did laoliypsen aber geradeLinion von der Art der Gerailcu^4Z;. 



r 



??fT1" 
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Man ermittele also fur diesen Fall (in welchem die Fliiehi! 
ABNCM der Fig. 69 als Theil einea Tonnengewolbes aui- 
gefasst werden tann) die zwischen 

OF^ = x, P^P'=y, FP=z 
beatehende Gleichung und behandle sie nach Anieitung des § 38. 
Andeutungen zur Losnng. Ana den leicht aiii;el>- 
baren Gleichungen der Linien M'N', AMC und BNG folgt 



1 



(f+f)'+(^' = i 



ala Gleichung der Flache ABNCM*). Nun iat diesea Ergebniss 
ao aaszunntzen, wie ea im § 38 beziiglicb der dortigen Gleifbuiig 
Nr. 2 geschah. 

V. 
FUchen ala Darstellung derPehler von Naherungsforjieln. 
(Man verglaiche den § 28.) 
Wenn die Function 

12) g,=x'-\-y^ 
innerhalb der Grenzen 

13) l>a;>y>0 
dutch eine andere Function von der Form 

14) ei^=a-\- ^x -\- yj/ 

derartig eraetzt werden aoll , dass das arithmetische Mittel aller 
Fehlerquadrate am kieinsten wird, so ist bekanntlich 

15) " = -?, /s=«, r = i 

za nehmen, niitbin 

16) 32 = — 0,i-\-l,2x-\-Q,sy**} 
also 

17) a;^ + y= = — 0,4 + 1,2 x -|- 0,8 y. 

Bei der Anweudung dieaer Nahcr u ng s f o rmal bat der 
Fehler 



*) Man beacht«, dase auf dem angedeuteten Wage auch die Glei- 
chungen anderer GewSlbeflilchen oder Bergformenfl&chen ^b- 
leitbar sind. 

'*) NahersB bierflber, wenn nOthig: Schl3milcb, Cbungabueh zum 
Studium der hOheres Analysis, Tb. II, S. 258 der 1. Au&age. 
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welcher begangen. wird , ffir alle gemSss Nr. 2 iiberhaupt zu- 
lassigen x and i/ den Werth 

la) = x^ + y^ — l,2X -—Osjf-l- 0,4 

Wtrilpn die Ver&nderhchen x p s Zi and dK recht- 
winkUa;e Goordinaten aufgefas^t 90 stpllen dip Gleicfuii^,eit Nr. 12, 
lb 18 und 19 drei Fl-when dar 

Man untersuche dieaf Flachen innerlialb dei dui b Nr. 13 
fur X und U Torgeschriebenen Grenzen (so weit e^ einnr Uiitur- 
su buufi uberhaupt bedarf) gemass § 38 Auch ^eh man die 
nftthigpn geometnichen Darstellungen 

Annierkung. Dass tlir andere Naherungsformoki im Weaent- 
lichen anch Daa gilt, was tflr Nr. 17 im YoTBtehoiiden geaagt 
wurde, bedarf kaum einer besonderea Bemertung. 

VI. 

Dio riache dee Tragheitsmoraents einea PllTlktl^i. 

Hat uin materieller Punkt die Masse m und be- 

tindnt PI' Rich von einer Drehachse in dem A b a t a ti d s p , so 

gilt fiir spin Tragheitamoment T bekanntlich die Gli'idiung : 

20) T=mQ\ 

Dcnkt man sieh m und ^ stetig veranderlieh und fasst T, ni 
und Q ala rechtwinklige Coordinaten auf, so stellt dir Gleichung 
Nr. 19 eine F lac he dar. 

Diese Tragbei tsmomen tsfl flche mogp obcnfalls im 
Sinne dps § 38 untersucht werden. 

VII. 
Zwei Kettencoiioide. 
Ua die Sei.lcurve oder gemeine KottenliniP (aiL'he 
§ 25) fiir die Bauwissonschaft Interesae hat, so miigp dii' An- 
regung znr Loaung folgender Aufgabe gegeben sein : 

In der X2-Ebene einea rechtwinkligen raunilichen Coordi- 
nate nwy stems iat eine Seilcurve SQ (Fig. 70) durch die Gleiehaiig 



21) ,, = ^(^--\-e ^^) 

ipgoben ; wobei Zo = Q' Q, Xo ~ Q' , k ^ OS. 



r 
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! dreht sich, ohne ihre Form hierbei : 
I. am die Z-Achse, 



1 Systems . 

Im ersten Falle beschreibt 




I der durch § 38 angegebenen Weise. 



ie eine Gotationsflache, welche 
das Seilcurvenconoid 
mit Seheitel oder das 

acheitelige Ketton- 
conoid beiBsen m6ge ; im 
zweiten Falle eine Flache , 
die das SeilcurTenconoid 
ohne Scheitel oder das 

scheitellose Kett. en- 
conoid genannt werden aoU. 
Man ermittele zun&«hst die 
Gleichnngen dieaer beiden Fla- 
che n. Dans unieisuche man 
in geeignetem Umfange die 



VIII. 
VasenfUchen. 
Wer (nach Anleitung dea Ahschnittes A des § 27) Vasen- 
curven-Gleichungen ermittelt hat, der kite aus iltnen die 
betueffenden Vaaenflachen-Gleichungen her, nSmlich die 
Gl^iehungen derjenigen Umdrehangsflachen, fiir welche 
die Vasenlinieo (siehe Fig. 55 auf S. 115) Meridiane sind. 
Hierauf unterauche er, mittelst der gewonnenen Gleichungen, 
die Vasenflachen beziiglich ihrer Tang ent ial ebe n e n , Nor- 
mal en u. a. w. im Sinne dea 8 38. 



Die Mohr'sche Kostenflache der EisenbahnBchienen. 
Oher dieae {und fiber zngehorige Koatencnrvon) sehe 
man die im BLitflratttrverzeichniss" genannte (graphiache Dar- 
Htellnngen vortheilhaft ausnutzende) Abhandlung von 0. M o h r. 



SchluBBbemcrkungen aum ]I. Capitel. 

A. In Bezug anf Funf tionen-Dars tcllangen, welche 
von den gewShnlichen aehr abweichen (Benntzuiig im- 
■rleichmiissiger Theilungen, graphischer Tabellen u. s. w.) beachte 
man die im ^Literaturverzeichniss" genannten Arbeiten von B. 
MBhmfeo und d'Ocagne. 

Aucb einem Beiichte, welchpn Lampc bfizuglich der ^Nomo- 
graphie" (Gesetz-DarsteUung) von d'Ocagne im Jahr- 
gangi! 1891 des ^Jahrbuch fiber die Fortschritte der Matliematik* 
auf Seite 1251 und 1252 gegeben hat, kann AUgemeinea fiber 
die zur Zeit benntzbaren Methoden aur Darst^llang von 
GRsetzen entnonimen werden. 

B. Nat.urwissenschaf t lich e Anwendimgen der Diffe- 
vpntiiilreclinung, welche fiir die Studirenden der Bauwiasen- 
schaft besondere Bea«htang verdienen , findet man (das vor- 
stehende Capitel H anlangend) in den §§ 21, 22, 24, 23, 28, 
31, 38, 40 nnd 42—46 dfls I. Theiles dieses Wcrkes. 



Capitel ni. 

VIELDEUTIGE SYMBOLE. 



§ 43. Einleltendes. 

A. 
Von einer Verinderlichen y mtige bekaant sein. dass sie der 
itiirlichen ExponentialgrOsse e' einer anderen Variabelen x gleich 
t. Man soil den Werth des Verlialtnissea 



l"'i-ei:hnen. 

LSsung. Zunachst iat, gemass Nr. 1, 

iil-^o unbestimmt. 

Bekanntlich aber gilt der S a t z *) i Wenn das VerhaHniss 

,— far einen besonderen Werth Ton x , etwa fiir x^a, die 
ipix') 



^f-liifidenen) Verhaltnisse — tt and , , - ■ , - einander gleich; kann 
tp{a) 9>{a) 

iii;i.n also —n—; angeben oder ermitteln, ho kennt man anch — -- **). 
«?(«) yCa) 

Wir fasaen deshalb Nr, 1 in der Form —z-r auf vind haben danu : 

•) Cbcr die Ableitung aiehe, wenn nOthig: Schlomilch, Com- 
IPi'ddiiiin der hOheren Analyaia, Bd. I, § 31 und 32. 
**) Man beaebte den Abschnitt E dieses g 43. 



Vieldeutige Symbole. 
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4) 




f w 1 

(f {x) e ' 


mithin 






5) 




f'i-»_ 1 

(f (oo) 00 


Daher 


ist 




6) 




Vx X — 0. 



B. 

Es mogen ferner die (spater gebrauchten) Werthe der P r o - 
dukt e 

7) P = x''lx, 

8) Q = nfi- 

zu berechnen sein ; und zwar P fiir ic = , bei positivem n ; 
Q hingegen fiir n = oo und fiir den Fall , dass /? ein positiver 
echter Bruch ist. 

Losung. Beide Werthe (Px = o luid Qn^^) haben zu- 
nachst die vieldeutige Form oo . 

Letztere lasst sich leicht in -^ umwandeln. Nachdem dies 
geschehen ist, giebt der unter A genannte Satz : 

9) Px--o = 
und 

10) Q„^^ = 0. 

C. 
Zwischen zwei Veranderlichen x und y bestehe die Beziehung 

11) af' = (x—l)y-{'l. 
Es soil y berechnet warden fiir ^ = 1 . 

Losung. Man hat zunachst : 

12) yx- 1= ^ 

und findet sehr leicht : 

13) y^__^ = n. 



D. 
Zur weiteren Einiibung im Auffinden der wahren Werthe von 

Ausdriicken, welche die Formen -^j -^, oo — oo , Ooo, 0*^, oo® 



» ' 

oder 1* haben, sollen die nachstehenden Functionen yi bis y\^ 
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fiir die beigesetzten Betrage von x mittelst des unter A ge- 
n aunt en Satzes berechnet werden : 

x^ — a^ , 

14) y, = ___, fur x = a^ 

^6 /p6 

15) y^ = -~ —,fur:z; = a; 

Ya — y^ 

V~2x ^x^ — V^ , 

16) ys=^ ^73-— , fur x=l; 

1 — yx^ 

18) ^8 = —^^ — , fur x = 0; 

X 

sin ax „ 

19 ye = -r-^-, fm- ^ = 0; 

sin ox 

^^. sin X — cos X ^ 71 

20) ^7 = — —- , fiir ^ = -- ; 

1 — tan X 4 

21) y^ = f ~^ , fur ^ = 0; 

1 — cos X 

22) y, = I^^-'l) , fur a; = 00 ; 

X 

24) ^u=^-^-^,mra;=l; 

25) y,j = -i- Z -i-^ , fur iC = ; 

a; 1 — a; 



X / 

26) ^18 = 1^ tir^' ^^' « = =°; 

■T 

27) 2^14 = ya'-^h^ , fur a; = oo ; 

28) 1/15 = (tan xy''' , fiir :r = ^ ; 

29) 2^16 = Kl — ^ , fur :r = 0. 
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die Form 

30) 
31) 
32) 
33) 
34) 

35) 

36) 

37) 



L 6 sung. Die Functionen yi bis ys (Nr. 14 — 21) haben 
Der im Abschnitte A genannte Satz giebt : 







yi = Y « ; 



Vi 




10 


a*l/a 


Vi 




1 6 
9 


m 

> 


Vi 




«; 




y^ 




2; 




y^ 




a 
b 


• 


y-i 






1 

V2' 



ys = 2. 



Die unter Nr. 22 und 23 stehenden Functionen sind von der 
Form ^. Sie haben die Werthe : 



38) 
und 

39) 



^9 = 1; 



2^io = y 



Fiir die Functionen yn bis yi^ (Nr. 24 — 29) ergiebt sich : 

40) yu =cx)— 00 = 1; 

41) ^12 = 00 = 2 ; 

42) 

43) 

44) 

45) 



2/14 = 000 = 6 = 2,718...; 
^15=00^=1; 



y,, = l-=^ = --^---. 



Diese Betrage Nr. 40 bis 45 folgen mittelst des in dem 
Abschnitte A genannten Satzes , nachdem man die betreffende 

vieldeutige Form in — oder in ^ verwandelt hat; letzteres unter 

Ausnutzung der Gleichungen 

1 1 



46) 

und 

47) 







CX) 



CX) 



= 



= e'\ 



J 
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E. 

Wenn zur Berechnung des wahren Werthes eines vieldeutigen 
(unbestimmten) Ausdrucks der unter A genannte Satz angewendet 
worden ist (oder auch e h e er zur Anwendung gelangt) thut man 
gut, sich zu fragen: 

I. ob man vielleicht durch blosse Umformungen, auf ganz 
elementarem Wege (namlich ohne Differentialrechnung) 
zum Ziele kommen kann ; 
II. ob dies etwa unter Benutzung bekannter Grenzwerth- 

Gleichungen m6glich ist ; oder vielleicht 
ni. durch Anwendung von Reihen. 

In Bezug auf Nr. HI sehe man das Capitel V. 

Was Nr. I und 11 betrifFt, so moge angeregt sein, alle die 
outer A bis D vorstehenden Functionen einer Prufung zu unter- 
werfen. 

Als Umformungen wurden hierbei in Betracht kommen : 
die Ausfiihrung von Divisionen (also auch das Ausheben und 
Streichen von F a c t o r e n), die Benutzung goniometrischer 
Formeln u. s. w. 

Von Grenzwerth-Gleichungen wurden zu beachten sein : 



. ^ . sin « ^ * ^ 

48) Lim —J— = 1, wenn d = ; 



Lim —^^^-J'—) = nog e, wenn d=0 



49) 

u. s. w. 

F. 

In manchen Fallen empfiehlt es sich, dem Ergebnisse Zahlen- 
beispiele anzuschliessen , welche zeigen , dass der betreffendo 
Functionswerth sich desto mehr dem als Grenze ermittelten Be- 
trage nahert, je naher man dem vorgeschriebenen Werthe der 
Unabhangigen x kommt. Ist z. B. 

x = 
vorgeschrieben , so wird man , um jene Annaherung zu zeigen, 
Zahlenrechnuhgen fiir sehr k 1 e i n e x (etwa y-J-Q^, t-o-Vtt* • • • •) 
durchfuhren ; wurde 
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festgesetzt, so wird man sehr grosse x (vielleicht: 100, 1000. . . .) 
fur jene Zahlenrechniingen benutzen. 

Es moge angeregt sein, dies fiir einige der unter A bis D 
vorstehenden Falle auszofdhren. 

§ 44. Der Flacheninlialt zweier Gewolbe. 

A. 

Das parabolische Elostergew5lbe. 
Der Inhalt 8 der Flache CAB (Fig. 71) eines para- 

Fig. 71. 




*X 



bolischen Klostergewolbes ist bekanntlich bestimmt 
durch die Gleichung 



1) 



^=i^('^«^+^^^'-«0' 



wobei 

2) OA = a, OB = b, OC=c 

die Dimensionen des Gewolbes sind. 

Welcher Grenze nahert sich S, wenn c gegen Null convergirt ? 

L 6 sung. Zunachst erscheint Sc = o in der unbestimmten 
Form ^. Bringt man den im Abschnitte A des § 43 genannten 
Satz zur Anwendung, so ergiebt sich : 

3) Sc-.o = ^aK 

Das wird durch die Anschauung bestatigt. 
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B. 
Das gedriickte elliptische KlostergewSlbe. 

I. 
Fur den Inhalt S des Flachentheiles CNP des gedriickten 
elliptischen Klostergewolbes (Fig. 72) gilt die Gleichung 

2 a{ 

\^^l.. ^ (1 + g) __ 



Fig. 72. 



^Z 




tx: 



Hierbei sind die Wurzeln eindeutig positiv gemeint ; x ist die 
Dimension OL , a = OA die grosse , c= OC die kleine Halb- 
achse der Ellipse CNA , b die Strecke AB , endlich e die 



numerische Excentricitat, also das Verhaltniss 



Va^ — 



a 



Es soil berechnet werden , welchen Werth S hat , wenn der 
Ellipsenquadrant CNA zu einem Viertelkreise, naralich 
c zn a wird. 

L 6 s u n g. Geht c in a fiber, so ist 
5) € = 0. 

Mithin nimmt das dritte Glied des in der Klammer der Gleichung 
Nr. 4 befindlichen Ausdrucks die vieldeutige Form ooO an. 
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Rptzt m 




«(! + «) 




6) 


sVa- 


-x'+Va' — l'x' 


«.) 




s 


y(e) 


wird 








7) 
1 




m _ 

(/){0) 





r (f) ^ a' + «»_■ —y (a^_x\{a' -^xJl 

'<e («) (1 + e) (5 ^/o'-a;" + Ya' — e'i"") (/o" - 
Demgemass ergiebt sich 

f jtS) _a ^ yi^- X' 
iplO) a 

Iliermit nber : 



9) 



11) S.:^-.a = bh, 

weun rait /* die Strecke QC der Fig. 72 bezi'ichnet wird. 

n. 

Wcit einfacher jst die Sache fiir den Inhalt der g a n z e n 
GewOlheflache CKABP, welcher F heissen soil. Man hat fiir 
ihn, was nacligewiesen werden mSge, das Folgende : Zunachsf , 
laut Nr. 4, 



12) 



= ^-{^ + -i^'[:^l- 



Dahsr, wtnn c, in a iibergeht, mithin e verschwindet : 
13) F,^„ = F,^^= ^ab{l -^ I •^) ■ 



Wird 1 



14) 
geaetzt, 

15) 
Diithin 



; ! + ' 

' 1 - » ^ /■(») 

£W^_2 
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16) 
lolgllc* 

17) 
also ilns 
iiil.nli.li 
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£<2=2 
f'(0) • 



1 



Doppclte des Inhaltes der ubprwolbten Grundrissftache, 
les Drfliecks OAB der Fig. 72. 



^ 45. Tleldeatl^keit einer Gruidrissdimeiisioii. 
Wi'Tin ein OeMude die durch Fij^, 73 angedeutete Grundriss- 
torm (Itdchteck mit vier Vorlagen) hat und man die beziiglich der 




Glci.ln 



Icisparniss g ii n s t i g s 
// desselben berechnet, 



e n Dimensionen A D = 
1 ergieht fich fur die T 



1 



y^/SJ'— (4a/?— l)x-- 



Dnlipi isl die Wurzel eindeutig positiv gemeint und J beileiitfit 
rleii Flrichcninhalt des Grundrisses. Ferner bezeichnet a das 
Verhalltiifis der Inhaltesumme der an den a^-Seitcn stehenden Voi-- 
Jagon zii der FlSehe x"^; endlich ;? daajenige der Inhaltesumme 
der iieidrn anderen Vorlagen zn y'^. 

Iilw soil herechnet werden, welchen Betrag von y die Gleichung 
Nr. 1 gi.-ht, wenn a und (? gleich Null dnd. 

Ij ij ^ u n g. Zuniichat liefert die genannte Gleichung : 

_^ 3/- = ^=o = -o^- 

•■) CivilinBonicur, }fd. 25, S. 157, Glciiihiing Nr. 4'2. (AbhanJliiDg 
vuu Fubiinann, , fiber GebaudeformBn, welche das Minimum dor Mauer- 
innsae fordem.") 
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man vorerat niir a zu Null werden, so giel 



i» = o 

edi?r den unbestimiiiten Werth -r-. Sutzt man aber 

"' ^ f <pW 

J 

Aninerkung. Ztifolgo dor Bedoutung von a und ^ wird dieses 
Er);ebDiBii dor Kechnung duruh die AnHchuuung beetatigt. 

§ 46, Der Er&mmungBlialbmesser der ..tibergangscnrve". 

Gem&sB § a gilt fur di« LSnge p dieses Halbmesaera die 
Glrii-hung : 

^ 8q*x 

Man l"']'e('hne p fflr den Fall, dass die Abscisse x ins Unend- 
lidii- ivachst. 

L o H u n g. Laut Nr. 1 ist 

2) ?., ,.= S. 

alsii ziiiiarhat un b i; st immt. Wird aber auf 

(p {se) X 

ik'f iiii Abschnitte A des § 43 genannte Satz angewendet, so 
(-rjiii;bt sich ; 

4) p^^„=oo. 

Anmerkung. Es kann iliea audi sehr leicht ohne Diiferential- 
rcchnung orhalten werden; naiiilich dutch bloaap aachgoniaaBe Um- 
foL-mung der rechten Seite der Gleichung Nr. 1. (Man seho § 43, 
Alischnitt E; I.) 



